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ESTABILIZACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO VISCOELASTICO
' BAJO UN CONTROL

Yolanda Santiago’

Resumen: En este trabajo probamos la estabilidad exponencial del movimiento de un
cuerpo viscoeldstico bajo un control, usando la teoria de estabilizacién de ecuaciones
integrodiferenciales introducidas por Desh [2].
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STABILIZATION OF THE MOTION OF A VISCOELASTIC BODY UNDER

Abstract: In this article, we prove the exponential stability of the motion of a viscoelastic

body under control, using the stabilization theory of integro differential equations, introduced
by Desh [2].
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essential growth of the resolvent.

1. Introduccion

En nuestro marco tedrico estudiamos la existencia de solucién y la estabilizacion de la ecuacién
integrodiferencial

uy = —on Au(t) + agk x Au + f(t) (1)

al cual se le suministra un control f(t) = —Bpu(t) — Byju(t) , donde los B; son operadores acotados
lineales y de rango finito, A es un operador no acotado autoadjunto positivo y k el niicleo de relajacion
que representa la memoria del material. Aqui estamos representando al operador * como la convolucion
en el tiempo. Se hace uso del concepto tasa de crecimiento esencial para operadores resolventes que viene
a ser una extensién de lo referente a semigrupos de clase C,, citamos a Desh [2]. Focalizamos entonces
nuestro estudio al caso

ugt = —oy Auft) — Z—?k(o)ut(t) () 2)

y estudiamos su crecimiento esencial el cual reflejard el crecimiento esencial del operador resolvente de
(1). En seguida estudiamos la estabilizacién del movimiento de un cuerpo viscoeldstico bajo efectos de
un control.

Inspirados en [1], nuestra inclinacién y motivacién a este problema mecéanico nos lleva a considerar un
control éptimo en la busqueda de obtener estabilizacion exponencial. Se sabe que para el caso elastico,
la estabilizacién exponencial es imposible, ver [17 |. Por otro lado, la ecuacién (2) puede ser observada
como una ecuacion de la onda y fisicamente representa a un solido viscoelastico tipo Kelvin-Voigt, esto
motiva la posibilidad de dar una respuesta afirmativa con respecto a la estabilizacidon exponencial de la
ecuacién (1), citamos [3]. El concepto de “tasa de crecimiento esencial” se puede encontrar en (7 |, [9
], [ 16], [8 ] ¥ [19 |. Para el estudio de las ecuaciones de Volterra en espacios abstractos usamos [4], [5]
y [6]. Finalmente, también podemos citar los trabajos donde se aborda el comportamiento asintotico de
algunos sistemas de evolucién: [10], [11], [12], [13], [14] ¥ [15].
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2. Marco Teérico: Ecuacién Integrodiferencial

Sea X un espacio de Hilbert, consideramos la ecuacién integrodiferencial de Volterra de segundo
orden: '

U(t) = —apﬂﬂﬂ+wmlTMt—@AU@Ms+fﬁ) (1)
U0) = wg
Ui(0) = w

donde A es un operador densamente definido, semidefinido positive y autoadjunto, de modo que para
algin A € R, el operador (A2] — A)~! sea compacto.

En particular, A tiene espectro discreto consistente de autovalores 0 < )\f < )\% <...con0< )\ — 4+
cuando i — +co y denotamos por e; los correspondientes autovectores, 2

Consideramos 0 < ) < ag escalares y k : [0, L] — [0, 00) una funcién tal que para algin k > 0 la funcién
k(t) sea positiva y decreciente, satisfaciendo:

i) fﬂ h k(t)dt =1

o o IS,
m/'wwww<m
0

iii) 052?5()\) # o para Re A > —k

iv) k(0) < co.

Ademas, consideramos k' de variacién acotada o k convexa.

Asumimos: up € dom A2 y uy € X.

Bajo estas consideraciones tratamos de dar respuesta al siguiente problema.

Problema
.Es posible estabilizar exponencialmente el sistema (?77) considerando

f(t)=-CoU(t) — CLU(t) ?

donde para cada ¢ = 1,2, los C; son operadores lineales compactos, autoadjuntos y semidefinidos positivos
en X.

La respuesta a este problema es afirmativa.

Para ello, escribiremos (??) como un sistema de primer orden.

Consideramos
X = dom Az x X
' v [ U®
0= )
Luego,
_ ( U?)
i) = U:t(t) )

U (t)
- ( ——alAU(t) + as k(t — S)AU(S)dS + -—CUU(t) - ClUt(t) )

0

o) (56)

i /0 F(t - 5) AV (s)ds + ( o e ) ( tifjt((?) )



3. ESTABILIZACION EXPONENCIAL DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO VISCOELASTICOR9

donde
dom A = dom A x dom A%

0 0
Fig)e= ( 0 —k(t)22 )
ay

Asi, el sistema de primer orden quedaria expresada por

VI(t) = AV (1) + [O “F(t = 8)AV(s)ds + CV (2) @)

vor= (5 ) = () g

Entonces el problema (??) esta bien puesto y ademas se cumple el siguiente resultado:
Teorema 2.1. Suponiendo que Cy y C, satisfacen:

1. KerCyn Ker A = {0}

2. Bl subespacio Ker C; N Ker A no coniiene autovectores de Cp

Entonces (?7) es exponencialmente estable, i.e. U y U, son ezponencialmente estables.

3. Estabilizacion exponencial del mowmlento de un cuerpo
viscoelastico

Consideraremos un cuerpo rigido con masa M y anexado a él una vara viscoeldstica axialmente
flexible (i.e. un apéndice).

Consideraremos la siguiente ecuacién constitutiva viscoeldstica lineal para la tensién en el apéndice,

t
o(t,z) = algy(t z) — a2/0 k(t — s)%g(s,z)ds

donde a4, az, y k satisfacen las propiedades de la seccién anterior.
El control es suministrado por una fuerza f(t) actuando en el cuerpo rigido.
Obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

21. L 52
O+ o) 55 ) 40 [ 4,2z = 100 )
o 2 t 2
(3t2 (t,z) + 52 (t)) = ala(—;z—g(t, z) — 042&./0. k(t — s)g;%(s, z)ds (2)
vt0) =0, 261)=0 )

y consideraremos un control negativo dependiente de la posicién y velocidad del cuerpo rigido:

ft) = —cox(t) - 61-"-(t) (4)
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donde ¢g >0 y ¢; > 0.
Por otro lado, integrando respecto a z, desde 0 a L, la ecuacién (?7) y usando Fubini obtenemos

2
/ S e z)derpth: ()L
=aa 0 (t z)dz — aga/ f k(t (s z)dsdz
= ala (t 2)|§ —aga/ t—-s)(f i y(s z)dz)d
= ala(B—Z(t,L) —B-g(t,())) — aga [ k(t_s)(a_z(s,zng)ds
X ; 0

=0

B dy ‘ Ay dy
= ~anasl(t,0) —aga/D Kt~ 9)(52(s, L) 22 (s, 0))ds

=0
- dy ‘ dy '
= —ala&(t,()) + agafo k(t — s)a(s,O)ds. (5)
De la ecuacién (?7) y usando la igualdad (??) obtenemos
0% Ay ¢ dy
Mr&?(t) =f(t)+ alaa(t, 0) — aga/D k(t — s)ég(s,ﬂ)ds
Introducimos
w(t, z) .= z(t) + y(t, z)
entonces
Ow Ay
Ez—(t’z) = a(t,z) )
en particular:
dw Oy .
20 = Z0) (©)
dw 0
5L = ay(t L). (7)
Usando (??) tenemos
i PR, 1 Ow ) 3 . dw ,
w(t) =M f)+ M ala—é-z—(t, 0)— M aga/O k(t—s) 35 (s,0)ds. (8)
Igualmente, como w(t,z) = z(t) + y(t, z) tenemos que
Jw Oz Ay
a(faz) = E(t) + a(taz)
0w i »*y
(V7)) = S+ 5E9) ©
0%w 9%y
— = — : 10
TV = 3U(e) (10)

&2 %w _ £ 0%w
—g?g(t,z) == p"lala@(t,z) —p laga‘[o k(t — 8)=— 352 (s,2). (11)
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Ahora afirmamos que

04, 1)=0, w(t,0)=a(t). (12)
0z
Jw Ay
En efecto, de (??) y (??) tenemos que —(t, L) = ==(¢, L) = 0. Por otro lado, w(t,0) = z(t) + y(¢,0) =
Oz Oz N
=0
z(t).
Considerando

v0=( i) )

un vector en X = R x L?([0, L], R) , escribimos el sistema (77), (??) y (??) como la ecuacién de segundo
orden:

Uy = —alAU(t) + ag /: k(t = S)AU(S)dS = CUU(t) — ClUt(t) (]3)

donde A es el operador definido por:

—M‘laz—f(t, 0)

w(ta ) o2
_p_laa_:g(tsz)
dom A := {(.’E,w)T e X, we W*[0,L],R), w(0) = z, 2—1:(1[,) = 0}
h
_of =® N _ [ Mlex(t)
o= 38))- (+5)
paraz =0,1.

En X introducimos el producto interno

' L
<U,U;> = Mzizy+ pf w1 (2)ws(2)dz
0

= M <z,20 >p +p < wy,ws >L2([0,L},R) -

El espacio X con este producto interno es un espacio de Hilbert.
Observamos que el sistema (?7?) encaja en el modelo (7?). Con todo esto probaremos los siguientes
resultados.

Proposicién 3.1. El operador A es autoadjunto y semidefinido positivo (< U, AU >>0, YU € D(A)).
Prueba.

a) A es autoadjunto. En efecto,

1. A*C A
Para Z; = (z2,w2)" € dom A*, U = (u,v)T = A*Zy y cualquier Z; = (z1,w1)T € dom A,
tenemos:
< U, 71 >=< A7, 71 >=< Zy, AZ) >
Entonces

L
Muz +p/ v(z)wi(z)d=
0

e 3w1 L 82101
= —xgag(t,()) o (I./l; 'LUQ(Z)W(t, x,)dz (]4)
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Tomaremos primero w; € C§°([0, L],R) infinitamente diferenciable con soporte compacto en
[0,L] y 1 = 0. Asi, de (??) obtenemos:

L L 82101
P/o v(2)wi(2)dz = —a/O. wy(2) (t,z)dz

Hz2
L 8’&!.?2 Bwl
a'/o. E Z)E(t,Z)dZ‘}‘O

N 82w2
— —a,/o. 552 (z2)wi(t, z)d=

i.e. i )
| @)+ SR D ez = 0, wi € G0, LLR).

Asi,

v=—ap lwy, iy
siendo la derivada en el sentido distribucional.
Como wy € L2([0, L],R) y w € L3([0, L],R) por Du bois Raymond, entonces por derivadas
intermediarias we € W22([0, L], R).
Ahora, para cualquier w; € W22([0, L],R) con w{(L) = 0, tomamos z; := w;(0), tal que
(z1,w,)T € dom A, y luego hallando la integral en la igualdad (?7), usando la expresion de v
de (7?) e integrando por partes, obtenemos

L
M . "
u z a/'S wy (z)w:(z)dz
=un (D)
= —azaw}(0) — aws(L) wi(L) +aws(0)w}(0)
e

=0
L
+awy(L)wi (L) — awy(0)w(0) — a—/o. why(2)w(z)dz .

Es decir,
Muw (0) = —azw)(0) + awy(0)w)(0)
+aws(L)wi (L) — awsy(0)w(0) ,
que factorizando nos da:
[Mu + aw3(0)]w1(0) + [z2 — w2(0)]aw} (0) — [wh(L)]aw (L) = 0 (16)

Como (?7) se verifica Yw; € W22([0, L], R) con w{(L) = 0, entonces deducimos que

x93 = wa(0),

wy(L) =0,

u = —Mtawy(0).
Usando esto y (?7) tenemos que A*Z; = (u, VY =U=AZs, y Zy € dom A

.ACA"

Dado Z; = (zl,wl)T, 7y = (a:g,wg)T € dom A, integrando por partes y como z; = w;(0) y
wi(L) = 0 para i = 1,2, tenemos

L
< Z1,AZy > = —azwy(0) —a/[; w1(2)wy (2)dz
= —aw (0)w}(0) + w1 (0)u}(0)
L
—I—afo w (2)wy(z)dz

L
= —awi(0)zy — a/o wi (z)wa(z)dz
= < AZ1,Z3> .
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Entonces Z3 € dom A* y A*Z5; = AZs.
De ambos items 1. y 2. tenemos que A = A*.

b) A es semidefinido positivo en X , i.e. < U, AU }2 0, YU € dom A. En efecto,

< ( i ) ,A( j’u ) >= Mz(=1)M law'(0) — a fo Lw(z)w"(z)dz ]

S

s
=

Ahora, como (z,w)T € domA, tenemos que w(0) = z y w'(L) = 0. Luego,
L
J = - j w'(2)w'(2)dz + w(z)w'(2)|§
0

L
= -/ w'(z)w'(z)dz — 2w/ (0) .
0

Substituyendo J en la identidad previa tenemos,

<($),A($)> - a/:w'(z)wf(z)dz

L
" a[ I/ (z)2dz > 0.
0

a
Observacién 3.1. Se verifican las siguientes propiedades

i) dom A3 es la completacidn de dom A bajo la norma de W12
dom A? = {(z,w)T € X, we W2([0,L],R) y = = w(0)}.

ii) YA >0, (Al — A)7! es compaclo, desde que W? estd inmerso compactamente en L2

Proposicién 3.2. Para cada i = 1,2, el operador C; es compacto, semidefida positivo y autoadjunto en

o
Prueba.
i) Para ¢ = 1,2, C; es un operador lineal de rango finito, luego es compacto. En efecto dim C;(X) = 1

ii) C; es semidefinido positivo y autoadjunto. En efecto, < U,C;U >= MzM “lgz = ¢z? > 0, para
U= (a:,w)T € X = domCj. Para probar que C; es autoadjunto, primero veremos facilmente que
domC; C domC}. Para eso basta observar que para (z, w)l' = z € domC; vale < 2,Ciz >=<
Ciz,z >= ciz?. i.e. C; C C}, luego z € dom C} y C; C Cy*.

Sea
(U):-_—C’:(Iz)y(ml)edomag
v wa w1
v w1 wa w1

L
ie. Muzy + p/ v(z)wi(2) = z2¢iz1, que factorizando tenemos
0

luego

L
M Y e /0 a(2)wi(a)dz = 0. (17)
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En particular, para 1 = Mu — ¢;z2 e w1 = v en (?7) tenemos

(Mu—cizz) 45 ¥ (o(e))dz =0.
Luego, u = ¢;M~lzy y v =0, i.e. (u,v)T = C¥((z2,w2)T) = Ci((z3, w3)T), i.e. C} C C;.
Por lo tanto, C} = Ci.
O
Proposicién 3.3. Se verifican los siguientes resultados
i) KerA = {(z,w)T € domA C X, w(z) = z,VYz}.
ii) KerCyn KerA = {0}.
iii) El subespacio Ker Cy N KerA no contiene autovectores de Cp.
Prueba.

i) En efecto, sea Z = (z,w)l € KerA, entonces AZ = 0, luego, w'(0) = 0 y w” = 0, entonces
w'(€) — w'(0) =0, i.e. w'(€) = w'(0) = 0. Asi, w(&) = constante, pero w(0) = z, luego, w(¢) = x.

ii) En efecto, sea z = (=, w)! € KerCon KerA entonces coM 'z = 0, esto es z = 0, por otro lado
Az =0, luego w(&) =0, V¢ € [0, L], i.e. w=0.

iii) En efecto, supongamos que Z = (z,w)? sea un autovector de Cy, (i.e. Z = (z,w)T £0y CoZ = \Z)
tal que Z € KerCy N KerA,

0=CZ=(M"1c12,00T =z=0,
0=AZ = w(l)=2=0, V¢ ie.w =0,
i.e. Z =0, lo que es absurdo.

(]
Ahora presentamos el principal resultado del trabajo.

Teorema 3.1. El sistema (?77), (77), (77) decae exponencialmente.

Prueba. El sistema (77), (77), (?7), reescrito como (?7), satisface las hipdtesis del Teorema 77, luego
el sistema decae exponencialmente.
O

Observacién 3.2. Bajo un control adecuado, se consigue estabilizar exponencialmente la rotacion de un
satélite con apéndices flexibles (modelo extraido de Skaar [18]).

Su prueba es similar al del Teorema ?7.
O
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