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Resumen: En el presente trabajo estudiamos la ecuacién viscoelastica unidimensional
definida sobre el intervalo [0, L]. Dividimos el estudio en dos partes:

En la primera analizamos la existencia y unicidad de soluciones usando la teoria de los
semigrupos lineales, aplicando en el problema de Cauchy Abstracto y en la segunda parte
vemos la estabilidad exponencial del Cp- semigrupo de contracciones asociado al sistema
viscoelastica lineal.
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VISCOELASTIC EQUATION WITH LOCALLY DISTRIBUTED DAMPING

Abstract: In this present work we study the one-dimensional viscoelastic equation defined
on the interval [0, L]. We divided the study into two parts:

In the first we analyze the existence and uniqueness of solutions using the theory of the
linear semigroups, applying in the Abstract Cauchy problem and in the second part we
see the exponential stability of the Cp-semigroup of contractions associated with linear
viscoelastic system.

Key words: Viscoelastic equation, semigroup, infinitesimal generator.

1. Introduccion

Consideraremos el movimiento de una barra elastica, u(x,t), en la diveccion x y en el instante t, con
la configuracion referencial de longitud L. Supongamos que el material es de tipo viscoso por lo tanto
la ley constitutiva que relaciona tensiéon y deformacion es

0 = iy + Yugs.
de donde deducimos que su ecuacién momento viene dado por,
Upt — QUzy — YUzt = 0, (z,t) € (0, L) x (0, c0).

con «,y constantes reales positivas.
Si la barra se sujeta en ambos extremos, z = 0 y = = L, entonces las condiciones de frontera son
expresadas por,

w(0,t) =0, u(L,t) =0,
Observemos que si en vez de -y, pusiéramos —a(z), con a € LY (0,L) y a{xz) > ap > 0, en la ecuacién
anterior, entonces el amortiguamiento es distribuido sobre toda la barra.
En la prictica, es suficiente considerar el amortiguamiento localmente distribuido, ver [7]. Nosotros
trabajamos considerando v = vy(z) € W2,
Por lo que plantearemos el problema viscoelastica con condiciones iniciales v de frontera siguiente:

Ut — QUgy — Y(T)Uzar = 0, (z,t) € (0,L) x (0, 00)

(0,2) = 6(l,f)=0, 30 1)
w(z,0) = ug(x), en (0,L) (
w(x,0) = ui(x), en (0,L)
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8 Ecuacion viscoeldstica

donde v € W2 cumple con las siguientes condiciones:
C1) Existe yo € R tal que y(z) > 79 > 0 en [0, L],

C2) v"(z) <0 en [0,L].

El estudio con disipacion de tipo v como constante. fue realizado por Zheng-Liu en 1999, ver
[17] v v(z) como una funcion lineal, fue estudiado por Cunha -Diniz. ver [3|. Ellos demostraron
la estabilidad exponencial del semigrupo asociado a una ecuacién lineal viscoeldstica. Nosotros
aportaremos, mejorando el estudio realizado por Zheng-Liu, con v = y(x) € W,

2. Notaciones y Resultados Previos

Sea A un operador definido sobre un espacio de Banach X. El conjunto resolvente de A es el conjunto
de los A € C, para los cuales el operador lineal AT — A es inversible, con inverso acotado y tiene dominio
denso en X, se denota por p(A).

Damos algunos teoremas que seran usados en la siguientes secciones

Teorema 1 (Hille -Yosida) Un operador lineal A, no acotado es un generador infinitesimal de un
semigrupo Cy de contracciones si, y solo si,

i) A es cerrado y D(A) = X.

i) El conjunto resolvente p(A) de A contiene al conjunto R y para todo A > 0, es vdlido
IOT - 47 < 3
’ — A

Demostracion. Ver [9], pag. 63 L]

Teorema 2 Sea A un operador lineal (no acotado), disipativo y con dominio denso en X. Si0 € p(A),
entonces A es el generador infinitesimal de un semigrupo Cy de contracciones.

Demostraciéon. Ver [9], pag. 88 (]
Sea A un operador lineal de D(A) C E en E . Dado ¢ € E el problema de Cauchy para A con valor
inicial 2y consiste en encontrar una solucién u(t) para el problema de valor inicial

du(t)
e Au(t), t>0 2)
TL(O) = Ty

Notar que como u(t) € D(A) para ¢t > 0 y u es continua en £ = 0, el sistema no puede tener una
soluciéon para x ¢ D(A).

Teorema 3 Sea S(t) un Cy semigrupo y sea A su generador infinitesimal . Entonces
a) Para z € E,

1 l‘+h
%H—}b 7 /f S(s)xds = S(t)x.

1
b) Para x € E, / S(s)xds € D(A) y
Jo

A (/0[ S(s);rds) = S(t)x — x.

c) Para x € D(A), S(t)r € D(A) y

]
L st = AS(t)x = S(t) Ax.
dt



G

d) Para = € D(A),
t t
S(t)yx — S(s)x —f S(T)Axdr :f AS(T)zdr

S

Demostracién. Ver [14], pag. 44 [

Por el teorema anterior tenemos que el operador A, es el generador infinitesimal de un Cp-semigrupo
S, el problema de Cauchy para A tiene una solucion denotada por w(t, x) = S(t)z para todo a2 € D(A).
Ahora para mostrar que x € D(A), u(t,z) = S(t)x es la tnica solucién del problema de valor inicial
dado en (2), se usara el siguiente teorema.

Teorema 4 Si A es el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable para todo © € E el
problema de valor inicial (2) tiene una tnica solucidn, cuando xg € D(A).

Demostracion. Ver [14], pag. 104 =

Teorema 5 Sean A el generador infinitesimal de un semigrupo diferenciable y S(t) = e un semigrupo

Cy de contracciones definido en un espacio de Hilbert. Entonces S(t) es exponencialmente estable si,
y sélo si,

p(A) D {if: B R} =iR (3)

Timyg1 00 [| (8 = A)7H| < oo (4)

Demostracién. Ver [17], pag.d =

3. Existencia, Unicidad y Estabilidad Exponencial

Para transformar el problema (1) en una ecuacién auténoma introduciremos la notacion v = wug,
Au = uy, y consideraremos el espacio de Hilbert

H = H}(0,L) x L*(0,L)

L
con H}(0, L) provisto de la norma ||u||?ﬁ = / o |ug|? dz y H provisto del producto interno
0

L

L
(Ul,Ug)H—/ aux.yxdrc-lr] v.zd,
0 0

con Uy = (u,v)T, Us = (y,2)T € H.
El problema (1) puede ser reducido a un problema de Cauchy con condicién inicial en el espacio de

Hilbert H. Asi obtenemos un operador auténomo para poder aplicar la teoria de semigrupos al P.V.1.
siguiente

dU
S =AU, t>0 6
Ult=o = Up
donde
- 0 I . T
4= ((ad oma ) V=00 )
Ulimo = (tig, us)T.
con

D(A) = {y = (u,v)" € H/v € H}(0, L), auy +v(zx)v, € H'(0,L)} .

Proposicién 1 El operador A es disipativo.
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Demostracién. Sea U = (u,v) € D(A).

L L
(AU, U g = f QU U dT + / (Qpy + Y(X) Vs )vdx. (7
0 0

Haciendo integracién por partes para au, + v(x)ve y v € HY(0, L), tenemos

L L
/ (auy + y(z)vg)zvde = — / (au, + y(z)vy ) v de
0 0

L L
mamH:jéqmﬁm+%A~ﬂm&m (8)

y usando (C1) y (C2) en el lado derecho de (8) tenemos

(AU,U)y <0. =

Teorema 6 El operador A definido en (6) es un generador infinitesimal de un Cy- semigrupo de
contraccion en H.

Demostracién. Como H{(0,L) N H?(0, L) es denso en H}(0,L) y L?(0, L) con sus correspondientes
normas y
(H$(0,L) N H%(0, L)) x (H{(0,L) N H?(0,L)) € D(A) C H,

entonces
D(A) es denso en H.

Luego, sea F = (f,g)T € H , consideremos la ecuacién AU = I, es decir,

v=fe HY0,L)
Uz + ’Y(x)vm:r =g¢c LQ(O: L) — H_l(o: L)

Tomamos v = f, obtenemos
AUz + () fox = g € H71(0, L).

Evaluando

L L
/ (QUzy + ¥(x) for)wdz = ] gwdz,Yw € HL(0,L).
0 0

Efectuando integracién por partes

L L
[ (e 4 @ fo)awda = =~ [ (s 9(e) frysde
0 0

L L l
[ (@ttan + @)+ () feduwits = = [ (o +2(@) frywsd )
N i i
0 . 0
Sea G =g+af, € L*(0,L),F = ~(z)f. € L?(0,L) y reemplazando en (9) tenemos

L L L
f 0Uz WL dT = —f Gwdr—/ Fuw,dr ; Yw € H&(O,L}. (10)
0 0 0
Definimos
a(.,.): H}0,L) x HY(O,L) — R
(u, w) = alu,w) = afDLumwﬂ,dn:
¥
¢: H}O,L) — R

w — (‘P:w)H—leé = —fOL Guwdx — fOL Fw,dx
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Asi en (10) tenemos
a(u,v) = (p,w) 5 Yuw € HY(,L).

Por el teorema de Lax-Milgran tenemos que existe un tinico u € Hg(0, L) tal que
a(u,w) = (p,w) Yw € H}(0,L).
Entonces existe un tnico (u,v)T € H}(0, L) tal que
0Uyy + V(2 =g A v=F.

Entonces A es inversible.
Sea U = (u,v)T € D(A)
2 2 2
U5 = llullgz + llvllzs

g 1 2 2
Uz = = llauallz2 + [[vllz2
1 2 2
WUl = - lous + y(z)vze — y(@)v2l|12 + [[v]| 72
1

107 < = (lova + y(z)vellz + Iy (@)vellz2)® + |[o] 2

Desde que (z + ) < 2(z® +12) y [v(@)vall72 < V]Ze [val22
se tiene

2 s 2 . ,
101 < 2 e + 2 (@eliEa + = Il Tl + el
Aplicando la desigualdad de Poincaré y (z + y)? < 2(x? + y?) tenemos
4K? 4K* 2 1 .
2 2 2 2 2
U < N etz + y(@)vaallz. + (? [I'[|ze + = [z + 51{2) Vsl

Tomamos M? = mé.x{%g, %3 ”FY,H%OO + % ||'w/|[ioc + éKQ} tenemos

101 < M2 (Jlozs +7(@)vaz 2 + ol )
es decir,
U115 < M? | AU|3; ;YU € D(A)
y como A es inversible tenemos
|A7YF||,; < M ||F||y;VF € H.

Entonces A™! es acotado.
Como A es inversible y A~! es acotado, entonces

0 e p(A).

Como A~! es inversible y acotado entonces A es acotado.

En resumen:
Hemos verificado que D(A) es denso en H, 0 € p(A) y por la proposicién 1, A es disipativo; luego, por
el teorema 3, concluimos que el operador A es un generador infinitesimal de un Cp- semigrupo S(t) de
contracciones en H, que se denota S(t) por edf, ¢ > 0. [
Como A es un operador cerrado, entonces (D(A), -1l o A)) es un Espacio de Banach con la norma del
grafico, esto es ,
2 2 2
lwllpeay = llwlly + (4wl -
Si tomamos w = Uy € D(A) y usando el teorema 5 tenemos
U € (0,00, H) N C(0, 00, D(A))

lo cual resuelve el problema de Cauchy (5). Con los resultados obtenidos veremos la estabilidad
exponencial del Cy - semigrupo de contraccion (S(t))s~o generado por A, asociado a la ecuacién
viscoelastica lineal con amortiguamiento localmente distribuido.
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Proposicion 2

{w iR /18] <[4} < pa).
Demostracion. Sea § € R tal que |5] < Hzfl||_1 , entonces

i6A7Y| < 1.

De (11) tenemos iBA~! — I es inversible y continua . Como A es inversible y continua enfonces

iBI—A=(iBA™ -1) A

es inversible y continua , luego
iBeplAd). m

Proposicién 3 Sea w € RT. Si

{16 € iR / |B] <w} C p(A)

sup {||(:8I — A)7Y|| /18] < w} = M < oo,

entonces
iw € p(A).

Demostracién. Sea g € R tal que |8y| < w, entonces
iBo € p(A).
Si ||i(8 — Bo)(ioI — A)7!|| < 1, entonces
I+i(B — Bo)(ifoI — A)* es inversible y continua.

Por (12), (13) y como
iBI — A = (ifol — A)(I +i(B — Bo)(iBI — A)71)

entonces
il — A es inversible.

Tenemos que ”(iﬁoI - A)‘IH < M y usando (14) obtenemos

si |Bo] <w y |B8— Bo| < M~! se tiene i3T — A es inversible .

Tomemos By = w — € donde € = 3 min{w, M '} , entonces
0<fBo<w A |w—=Po] <M

y aplicando (15), se obtiene _
iw € p(A). =

(11)

(12)

(13)

Teorema 7 ElCy - semigrupo de contracciones (S(t))i~0 generado por A es exponencialmente estable;

—wit

es decir, existen constantes positivas M y w tal que ||S(t)|| < Me

Demostracién. Aplicaremos el teorema 5, a fin de verificar que:

a) p(A) 2{iB: BeR} =R
b) g o0l|(ZBI — A)7H| < o0
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a) Demostraremos por reduccién al absurdo.
Supongamos que iR € p(A), entonces existe 5’ € R tal que

iB' ¢ p(A).

Sea,

C={|Bl/BeRNIB & p(A)}

donde C # ¢, pues |B'| € C.
Sea || € C, entonces

i3 & p(A). (16)

Tenemos dos opciones ;
- — o -1
Bl < A7 visl = la7

Si |8 < ”A_l”_l y por la proposicién 3 tendriamos que i € p(A) pero eso no puede suceder

. _qy-1 : ) e .
por (16). Si 18] = HA 1“ , entonces el conjunto C esta acotado inferiormente, entonces existe
un infimo del conjunto C y lo denotamos por w, ain méis w € C .

Como w = min C, entonces

{16 € iR/|B| <w} C p(A). (17)

Sea

D = {||BI — A7/ 18] < w}.

Por la proposicién 2 tenemos que
sup D = o0

BeR
1Bl <w

pues caso contrario tendriamos que tw € p(A) de la proposicion 3; perow € C, es decir, iw ¢ p(A).
Tomemos {fn},cy C R tal que
Bn — w A |Bn] < w.

Como |Bn| < w y por (14) tenemos
{iBn} C p(A).

Entonces con esta sucesion {f,},cny podemos encontrar una sucesion

{Un}nen = {(un, )"}, 5 € D(A)

tal que
WUnll=1 A ||(ifnd — A)Uy||y — 0 cuando n — oo. (18)
Por (18) tenemos
1Bty — vn — Oen H[}(O, L) (19)
iBnvn — QUnzr — Y(T)Vngr — Oean(O, L). (20)

Por otro lado tomamos la parte real del producto interno de (5,1 — A)U, con U, en H

Re(((zﬁnf — A)Un. Un)H) s = Re((AUn.) Un)H)

L 1 L
Re(((iBnI — AU, Un)g) =/0 y(z)v? dx — 3 /0 7' (x)v2 de.

Como (ifp] — A)Up, — 0 en H y ||Uy||; = 1 entonces

L . 1 rL 5
[0 y(z)v;,dr — 3 /0 v (x)vi da = 0 (21)
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Por (C1) v (C2) tenemos

L " L 4 1 L
0< /'5 Y0Una < ./0 ’Y(‘T)vnmdm - 5] '}f”(ﬂl)v,ﬁ dz.
0

De (21) y (22) tenemos
vp — 0 en H}(O, L).

De (18) y (23) tenemos
Bnttn, — 0 en H (0, L)

y como (3, — w, entonces
u, — 0 en H(0,L).

De (23) y (24) tenemos
1UlE = lunlizp + llonli7z — 0

pero ||Un||%{ = 1 entonces llegamos a una contradiccién.
Por lo tanto

p(A) 2 {iB/B € R}.

Demostraremos por reduccion al absurdo.
Supongamos que,
lim sup ”(z’ﬁf - A)_1” = 00.
|B| =00

Tomemos {fn},.cn C R tal que |3,| = oo y por (25) tenemos una sucesion

{Un}neN - D(A)

tal que

|Unll =1 A||(iBnd — A) ™ Un||,; — 0.

I

(24)

(25)

(26)

Tomamos la parte real del pfoducto interno de (i8nI — A)U,, con U,, en H y obtenemos

L

L
Re(((iBnl — A)Un, Un)it) = fo 'y(m)vga_.dp% /O " (z)v2 da.

Como (ifpd — A)U, = 0en Hy |Uy||y =1, entonces

o 1k
f ()2, dx — —/ v (z)vidx — 0
0 2 Jo

Por (C1) y (C2) tenemos

L L 1t
0< f Y0Vng < f y(2)vhade — H/ 7 (x)vy de.
0 0 2 0

De (27) y (28) tenemos
v, — 0 en H}(0, L)

y como /3, — oo , entonces
u, — 0 en H}(0,L).
De (29) y (30) tenemos
U, —>0enH

pero ||U,,,||r‘;f = 1 entonces llegamos a una contradiccion.
Por lo tanto
lim sup”(z’ﬁI - A)"1|| <o
|Bl—=0c0

(27)

|4

Asi hemos verificado (a) y (b) que son las condiciones para usar el teorema 5 entonces el Cp
- semigrupo de contraccion (S(t))¢>o generado por A es exponencialmente estable, con lo cual

queda demostrado el teorema 7. =
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4. Conclusiones

1. Se ha demostrado que al trabajo realizado por Zheng-Liu en 1999, cambiando la constante real
positiva v en el término disipativo wu,,: por una funcién que depende de la variable espacial
“2”, esto es, considerar 7y () Uggt, como disipacion interna; también se puede obtener el mismo
resultado obtenido por Zheng-Liu, con la tinica condicién de que (z) € W>,

2. Se puede observar en el trabajo que, para el estudio de la existencia, unicidad y la estabilidad
exponencial del sistema planteado podemos trabajar solamente con la teoria de semigrupos
lineales.
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