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UNA EXTENSION DEL METODO SUBGRADIENTE PARA FUNCIONES
CUASICONVEXAS
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Frank Navarro ' , Tomas Nufiez
Resumen: En el presente trabajo, consideramos el problema de minimizar una funcién
continua, cuasiconvexa y Holder sobre el conjunto optimal, no necesariamente diferenciable.
Para esto utilizamos las direcciones normalizadas del cono normal de los conjuntos de nivel
de la funcién y elegimos los pasos basandonos en el conocimiento del valor éptimo de la
funcion objetivo, también presentamos un ejemplo y su implementacion computacional en
Matlab.
Palabras clave: analisis convexo, optimizacién no diferenciable, funciones cuasiconvexas,
método subgradiente.

Abstrac: In this work, we consider the problem of minimizing a quasiconvex, continue and
Holder function on the set optimal, not necessarily differentiable. We use the normnalized
direction of the normal cone of the set level of function and employ the stepsize rule based
in knowledge of the optimal value of the objective function; we also present an examiple
and us computational implementations in Matlab.

Key words: analysis convex, nonsmooth optimization, function quasiconvex, subgradient
method.

1. Introduccion

La optimizacién puede ser dividida en diferenciable y no diferenciable. En el caso de optimizacién
diferenciable se trabaja con problemas donde las funciones poseen derivadas en todos los puntos de
su dominio, en cuanto que en optimizacion no diferenciable se trabaja con problemas cuyas funciones
no poseen derivadas en algunos puntos de su dominio. En general, los métodos de optinizacion son
métodos iterativos, los que a partir de un punto inicial, construyen una sucesion de puntos que se
aproximen a la solucién 6ptima del problema. En aplicaciones précticas de optimizacion como en
economia, teoria de control y relajacién lagrangeana a menudo se presentan situaciones donde la
funcién objetivo a ser minimizada o maximizada no es necesariamente diferenciable.

Para resolver esta clase de problemas son necesarias técnicas que reemplacen las del cilenlo diferencial
clasico. En optimizacion no diferenciable, existen puntos del dominio donde la funcidén ohjetivo no
posee gradiente y en consecuencia tampoco matriz Hesslana. Asi, aplicar métodos clasicos para
resolver problemas dife-

renciables en problemas no diferenciables se torna inviable. En estos casos, se suele en la mayoria de
veces, adaptar los métodos clasicos para funciones no diferenciables.

Por ejemplo, los Métodos Gradientes han sido modificados para funciones no dife-

renciables, reemplazando la direccion opuesta al gradiente, por la direccion opuesta a un subgradiente,
como una direcciéon de busqueda para el caso convexo. Los métodos de optimizacion gencralmente
utilizan una recurrencia de la forma zp.1 = x) + l1d, donde [, es el tamano de paso y dj. es una
direcciéon de busqueda.

Dentro de la clase de métodos para optimizacién no diferenciable destaca el método del subgradiente;
estos métodos, fueron elaborados por Shor en la Unidén Soviética en la década de los 60, fueron los
primeros métodos para optimizacién no diferenciable, disenados para minimizar una funcién convexa
no necesariamente diferenciable, el método bésico del subgradiente poseen una estructura simple, de
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la forma xjy1 = ) — lpdi. donde dj, es un subgradiente de f en zy i.e di. € df(xx).

Los métodos subgradientes usan un subgradiente como una direcciéon de busqueda que no es
necesariamente es una direccién de descenso, asi no se puede tener una garantia de la convergencia
del método. Para poder obtener resultados de convergencia se elijen los tamanos de paso /. e manera
conveniente.

Una de estas elecciones es debido a Polyac quien utliza el valor 6ptimo del problema f*. asumido
conocido y elige los pasos como [, = 'yf(HT)Hzﬁ para 0 < v < 2, con esta eleccién prueba la
convergencia del método.

Un problema es extender el método del subgradiente a una clase mas amplia de funciones que las
funciones convexas una extensién natural es al de las funciones cuasiconvexas en este trabajo nos
planteamos dicho problema utilizando los pasos dados por Polyac y tomando las direcciones de
bisqueda en el cono normal de los conjuntos de nivel de la funcién, bajo la hipétesis adicional de que

la funcion es Holder sobre el conjunto optimal.

2. Preliminares

Definiciéon 2.1. Una sucesion (zp) en R™ es Fejér convergente en un conjunto U C R™, si
lzk+1 — z|| < |lzx — 2| para cualesquiera k€ Z3,z € U
Como consecuencia de la definicion anterior tenemos la siguiente proposicion.

Proposicion 2.1. Sea (z}) una sucesion Fejér convergente en un conjunto U C R™ entonces (x) es
acotada. Si z € U es un punto de acumulacion de (z) entonces lim zp = x.
k—oo

Prueba
Se sigue de la definicién que ||zg+1 — || < ||zp — z|| para toda z € U y para toda k € N, entonces ()
es acotada. Ahora sea (x;) una subsucesién de (zx) tal que h’m Tg; = x, tenemos que (|lz;. — z||) es

una sucesion decreciente de numeros no negativos y posee una subsuceswn ||:1:,;c — J,H que converge
a 0 luego hm |lzx — z|| = O entonces hm L= .

—»0Q
Definicién 2.2. Una funcién f : € C R™ — R se dice que satisface la condicién de Hélder con
constante L > 0 y grado S en x € C si:

|f(z)~ fy)| £ L|z— y”’g para cualquier y € C.

En particular si § = 1 y se satisface la designaldad anterior para toda z € C entonces f es lipchitziana
en C.

Definicion 2.3. Una funcion f : C C R® = R, con C convexo, es llamada cuasiconvexa si para todo
z,y € C se verifica :

flz+ (1 -Dy) <maz{f(z), f(y)} para cualquier [ € [0,1].

Teorema 2.1. Sea f : C CTR™ — R, donde €' es un conjunto convexo y no vacio. La funcion f es
cuasiconvexa si y solamente si los conjuntos de nivel Ly(f) = {z € C': f(z) < k} son convexos para
todo k € R

Prueba

Supongamos que f es cuasiconvexa y sean z,y € Li(f) entonces

maz {f(z), f(y)} < k,sea z =lz+ (1 —1)y € C conl € [0,1], como f es cuasiconvexa tenemos
f(z) <maz {f(z), f(y)} <k entonces z € Li(f) asi Li(f) es convexo.

Ahora supongamos que Ly (f) es convexo para cada k¥ € R. Sean z,y € C entonces z.y € Lz(f)
eligiendo k = max {f(z), f(y)}. Sea z =lz+ (1 1)y € C con I € [0,1] por Hipétesis Lz(f) es convexo
entonces z € Ly(f) entonces f(z) < k =maz {f(x), f(y)} asi f es cuasiconvexa.



Definicién 2.4. Sean f: R™ — R, zg € R". Un vector s € R™ tal que:
flxz) = flzo) + (s,z —x0), VoeR"

es llamado un subgradiente de f en xq.

El conjunto de subgradientes de una funcién f en el punto zg es llamado el subdiferencial de f en
xo y se denota por 9 f(zg).

Definicién 2.5. Sea €' C R"™ un conjunto convexo y = € C'. El cono normal de = en C' es dado por:

Ne(z)={yeR";, (y,z—z)<0, VzeC}.

Teorema 2.2. (Teorema de separacion) Sean Cp,Cy € R™ conjuntos convexos y no vacios tales que
Cy N Cs = (). Entonces existen a € R™ — {0} y ¢ € R tales que:

{a,z) < c<(a,y), para cualesquiera z € C1,y € Ch.

Prueba

Ver [1]
3. Hipétesis y planteamiento del problema

Consideremos el problema :

P min f(x)

Admitiremos que el problema tiene solucién, con conjunto optimal X* y denotemos con f* al valor
optimo; f : R®™ — R es una funcién continua, cuasiconvexa y satisface la condicién de Hélder sobre
X*, entonces es facil comprobar que el conjunto optimal X™* es no vacio, convexo y cerrado.
Definimos el e-conjunto de nivel estricto de la funcion f dada por

Ge(z) = {z € R™; f(2) < f(z) — €}

Por simplicidad denotaremos Gg(z) = G(z), notese que G¢(z) C G(z) para todo € > 0.
Consideremos el conjunto

QE(T') = S(O: 1) n NG’E(:L')(:L‘)

siz ¢ X*y f*— f(2)4€ < 0 entonces Qc(z) es no vacio; en efecto, notese primero que si b € N, (5y(z)
entonces Wgﬂ € Ng,(z)(z), ahora puesto que, x ¢ G(x) y Ge(x) es convexo entonces por el Teorema
2,1 existe a # 0 tal que (a,y) < (a,z), asi {(a,y — z) < 0 para toda y € G¢(z) entonces a € Ng_(5)(z),
luego or € Qc(a). ' ‘

Si f es una funcién convexa y € = 0 se tiene que df(x) € Ng(.)(z) esta observacion nos permite en

analogia al método del subgradiente considerar el método iterativo dado por:

Tpe1 = T — beqr, @ € Q(wr), [ >0

4. Teoremas de convergencia

El siguiente teorema puede verse como una extension de la desigualad que define un subgradiente
(s, —z)+ f(z) < f*paral =1 =1e=0.
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Teorema 4.1. Suponga que la funcion f satisface la condicion de Hoélder con grado 8 > 0 y constante
L en z* € X* sobre el conjunto G(z) para todo z € R"\X™*, entonces para todo ¢ > 0 tal que
f(z) — f* > e tenemos:

f(@)—L{g,z—z*) —e< f*, paratoda g¢ec Q.(z) (31)

Prueba
Como f es continua y cuasiconvexa, se tiene que G¢(x) es convexo y abierto; veamos que es convexo,
sean a,b € G¢(z), tomemos ¢ = la + (1 — 1)b con I € [0, 1], entonces

f(e) = f(la+ (1 = 1)b) < maz {f(a), f(B)} < f(z) —

esto implica que ¢ € G.(z) luego G.(x)es convexo. Que es abierto se deduce de inmediato de la
continuidad.

Sea r = inf {||z — z*||; z € Fr(Ge(z))} puesto que Fr(Ge(z)) es cerrado y z* ¢ Fr(G.(z)) entonces
0 < r < co™; por la definicién de infimo existen una sucesion (zx) € Fr(Ge(z)) y (k) € R* con [ — 0
tal que ||zx — z*|| < r+1x Yk € ZT y puesto que zx ¢ G¢(z) se tiene:

f(@) = f* = e< fak) = f* < Ll — 2"|1° < L(r + 1)

Haciendo k — oo, se tiene:
flz) - f*<LrP +e¢ (32)

Ahora como G¢(z) C G(z) y por la eleccion de € > 0 se tiene que z* € G¢(x), asi * + zr € G.(z) para
toda z € S(0,1) tenemos (g,z* + zr — z) <0, para toda g € Q.(z), tomando z = g se tiene:

T < (q,ﬂS =z a:*) Vq € Qe(-’ﬂ)
Luego, de (2), tenemos f(z) — f* < L{g,z — m*)ﬁ + €, para cualquier g € Q.(z).
Algoritmo

Consideremos el siguiente algor-itmo para el problema PI, asumiendo conocido el valor éptimo f* y

tomemos € = 0.
Dado un punto inicial zg € R*"\X™* construimos una sucesion (z;) de la siguiente manera:

Tkl =Tk — g, gk € Q(zk), & >0

1
donde Ii. es elegido como I, = 7y [f ka_f ]ﬂ con 7y € (0,2).

Teorema 4.2. Suponga que la funcién f satisface la condicién de Hélder con constante L > 0 y grado
B >0en z* € X* entonces:

f(z) = f)"

i = 2P < i =71 = (2 ) (L2 (33)

Prueba
Por la definicion del algoritmo tenemos
lzksr — 21> = 2 — lagr — 2*|* = o — 2> — 2 (gr, 7 — =*) + 1

Usando la definicién de li, y de (1) tenemos:

(AR f*]é ot [L 2L ] _

fouss = o < o —2°|? - 21 |
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flax) - f*]
L

*12
o= "I = w2 =) |
lo que prueba el teorema.

Corolario 4.1. Si todas las hipotesis del teorema anterior son satisfechas entonces
i) lim f(zg) = f~
k—co
ii) Los puntos de acumulacion de la sucesion (z) pertenecen a X* y
lim zp =z ¢ X*
k—o0

Prueba
Se sigue de (3), que la sucesion (xy) satisface

lzg+1 — =z*|| < ||zx — ¥

asi (zy) es Fejér convergente en X*, luego es acotada entonces tiene un punto de acumulacién. Ademaés
de (3) tenemos :

ve=n 3 (LI < oy — oo
i=0 .
entonces tenemos
S (f(w) - £7)7 < oot
=0

luego
Jim o) = 1

Ahora, si z es un punto de acumulacién de (z;) entonces por continuidad f(z) = f* entonces z € X*,
asi por el teorema se tiene

Im z, = 2
k—oo
5. Implementacién numérica

Consideremos la funcién:

—2r—1 z< -1

_ —z?  -1<z<1
glz) = JT-2 1<z<9
r—8 9<x

La funcién anterior es cuasiconvexa pues todos sus conjuntos de nivel son

convexos. Se tiene que X* = {1} y f* = 1, la funcién satisaface la condicién de Holder sobre X* con
L =23y B =1, implementamos el algoritmo :

Tyl = Tl — lqu

1

gon: b=y [W'L’“TW} * donde v € (0,2) y qx € Q(zx)

Notese que esta funcidon no es diferenciable en z = -1, 2 = 1 y = = 9, también notamos que si x < 1
entonces Q(z) = {—1} y si z > 1 entonces Q(z) = {1}.

La siguiente tabla muestra la iteracion del método para v = 0,4, tomando como punto inicial
o = 4,
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Lro

Figura 1: Grafica de la funcion cuasiconvexa y=g(x)

iteracion k | wy, flar)
0 4 0
1 3.8667 | -0.0336
- 3.7378 | -0.0667
8 3.1581 | -0.2229
15 2.5121 | -0.4150
20 2.1543 | -0.5323
30 1.6482 | -0.7162
40 1.3493 | -0.8384
50 1.1827 | -0.9125
60 1.0938 | -0.9542
| 70 1.0121 | -0.9940

La siguiente tabla muestra la iteracién del método para v = 1, tomando como punto inicial zg = 3.

iteracion k | xy =)

0 3 -0.2679
1 2.7560 | -0.3399
2 2.5359 | -0.4075
8 1.2002 | -0.9045
10 1.1414 | -0.9316
15 1.0582 | -0.9713
20 1.0236 | -0.9882
25 1.0095 | -0.9952
30 1.0038 | -0.9981
35 1.0015 | -0.9992
40 1.0006 | -0.9997
o4 1 -1
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La siguiente tabla muestra la iteracion del método para v = 1,7, tomando como punto inicial 2;p = 2,5.

iteracion k | J(op)
0 2.5 -0.4189
1 2.1707 | -0.5267
2 1.9025 | -0.6207
8 1.0156 | -0.9922
10 1.0080 | -0.9960
12 1.0041 | -0.9979
16 1.0011 | -0.9995
23 1.0001 | -0.9999
26 1 =

5. Conclusiones

Se ha establecido la convergencia de un algoritmo para minimizar una funcién cuasiconvexa no
necesariamente diferenciable, utilizando las direcciones normalizadas del cono normal de los conjuntos
de nivel de la funcién y eligiendo los pasos, basados en el conocimiento priori del valor 6ptimo de la
funcién objetivo. En la parte de implementacién computacional existe cierta dificultad de encontrar
la constante L, el grado 5 y el cono normal de los conjuntos de nivel para una funcién objetivo en
general; por otra parte los experimentos computacionales muestran que para 1 < < < 2 se obtiene una
mejor aproximacién al éptimo en un nimero menor de iteraciones.
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