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APLICACION DE FRAMES EN TEOREMAS MUESTRALES

Luis Miguel Nufiez Ramirez®, Rodolfo Jose Galvez Perez', Humberto Emiliano Galvez Perez®

Resumen: Un frame es la generalizacion del concepto de una base en un espacio
vectorial, en este contexto estudiaremos la técnica de los frames, algunas de sus
propiedades, y sus aplicaciones en la teoria de muestreo.
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Abstract: A frame is the generalization of the concept of a basis in a vector space,
in this context we study the technique of the frames, some of its properties, and its
applications in sampling theory.
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1. Introduccién

El concepto de frames en un espacio de Hilbert fue inicialmente desarrollada por R. Duffin y
A. Schaeffer en 1952; cuyo estudio viene relacionado con la teoria de la sefial, debido a que
los frames analizan la estabilidad y la redundancia de las representaciones lineales de senales
discretas. Un frame es una familia de vectores {gn},z, en un cierto espacio que caracteriza a
cualquier sefial f, via la familia de sus productos internos {(f, gn) },,cz- Los frames proporcionan
representaciones estables para las sefales, las cuales son de energia finita en L” (R). En la
primera parte de este trabajo se estudia la definicién de frames y alguna de sus propiedades, en
la segunda parte se estudia la aplicacién de los frames a la teoria de muestreo que trata sobre
el problema de la recuperacion de una funcién, perteneciente a un cierto espacio fimcional, a
partir de una sucesién de sus valores o, en general, a partir de una sucesién de valores de ciertas
funciones relacionadas con ella.

Definiciones y resultados preliminares

Sea H un espacio de Hilbert separable, con producto interno ( , ) y norma

Wfll =+/(f.f) , paratodo f € H.

Definicién 2.1. Dada una funcion f € L2(R), definimos los operadores Z,f ,E,f y Dof por
medio de

Tuf (z) = f(z—a)

E.f(z) = e%mwf(x)
1
Dyf(z)y = —f(f),a # 0, donde a es un ntimero real.
a

Vv al
En particular, E,(z) = €?™®. Los operadores J,f,E,f y D,f son operadores unitarios de
L*(R) en L%(R) .

Definiciéon 2.2. La Transformada de Fourier de una funcion f , la definimos por medio de
F:L%R)— L*R), tal que

o0

F(f) (w) = flw) = f €3 (1) o

(e o]
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80 Aplicacion de frames

Y su tnversa viene dada por:

F(f) (2) = F(z) = / " e duw

Observacion 2.3.

1.Si f,g € L’(R),entonces (f,g)iag)= / f@)gl@)dz , | f12={f, Fizery -

2. Como F : L2(R)— L*(R) es un operador unitario, se tiene que si f €
L*(R ) entonces f € LA(R) y | £ ll,= || 7 -

También, se verifica que:

(f:Zag) = {(Tatip)
(fiEag) = (E_af,9) .y
(f,Dog) = (Dijaf ,g) ,a#0

Definicion 2.4. Definimos S(R), como el espacio de funciones de Schwartz, es decir
S(R) ={f € C®(R) : ll‘un ?D*f(z) =0, Yo, B EZ"’“}
xT|—0o0

Definicion 2.5. Sea G = {g,}nez una sucesidn en H (no necesariamente es una base), G es
un Frame si existen A, B con 0 < A < B < 00, tales que para todo f € H, se tiene

ANFIP < X Whaad < BIFIP

neZ

Las constantes A y B, se denominan cotas frames.
Ademas, el frame es exacto si al quitar un elemento deja de ser un frame.

Ejemplo: Sea H = C?(Complejos), g1 = (1,0), g» = (—%,—‘/?g) y g3 = (—% l,—) Luego,

para todo z = (21, z2) € C?,se tiene

Zl(z 92 ‘Zl| i

Por tanto {g1,92,93} es un frame con A= B =3

1 V3

S

L1 T —22

) 2 *

Definicion 2.6. El conjunto G = {gn tnez se denomina tight-frame, si A = B; luego

D gl =AlfIP

neZ

Teorema 2.7. Se tienen los siguientes resultados:

1. Todo frame G = {g,}en H es completo.
2. Toda base ortonormal en H es un frame, con cotas frames A =B = 1.

3. Si G = {gn}nez es un tight-frame con A= B =1,| gn| =1, entonces {gn}nez €s una
base ortonormal.
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4. Una base de Shauder de H no es necesariamente un frame para H .

Demostraciéon.

1. Previamente recordemos que ‘
{h,} es completa, si (f,h,) =0,para cada n € N entonces f =0 (1)

Sea f € H arbitrario y (f,g,) = 0 para cada n € N, por demostrar que f =0.
En efecto, por (1) se tiene

AIFIP < DY [fig)P=0siysolosi 0<A|fI°<0, A>0

neZ
entonces || f ||° = 0, luego f=0.

2.5 G = {n }nez €s una base ortonormal de H ,entonces por la igualdad de Parseval,

Do =1 £ I

nes

entonces {gn }nez €s un tigh-frame con A= B =1.

3. Demostrar que {gn}nez €s una base ortonormal de H esequivalentea probar que {g,}es
completo en H, ||ga|l =1y {gn,gm) = 0,n # m.

En efecto, {gn}nez es completo, inmediato por la parte (i), || g, || = 1,para cada n € N, por
hipétesis; y (gn,gm) = 0,n % m , en efecto, por hipétesis, como{g,}nez es un tigh-frame con
A=B=1

> Ufga)? =1l £ 117 para todo f € H.

neZ

Tomemos f = g, ,entonces

H 9'7-"~"||2 = Z I(gm?g?1>|2 = |(gm:gm)’2 + Z I(gm=gﬂ>|2 = | “g'mllglz + Z |(.(I‘magn>12

neL n#m n#EM

entonces - |{gm, ga)l* = 0, luego 0 < [(gm, gn)|” < ; |(9m, gm)[* < 0
. n#m n#EM

por lo que se deduce que |(g,,,“grn)|2 = 0, por lo tanto (gm,gn) =0, n # m.

4. Previamente, recordemos que {z, } en H es llamada una base de Shauder, si existe una tnica
{c,} tal que :

T = Z CnZyn, para todo z € H
neZ

En efecto, sea G = {n}nez una base ortonormal ( debido a que todo espacio de Hilbert posee
una base ortonormal). Definamos G' = {g,}, mediante

gn = NGgn

entonces como {g,}es una base ortonormal esto implica que {g,}ncz es linealmente
independiente y completa, esto es, {g, } es una base de Shauder .
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Sin embargo, tomemos m arbitrario

2 i i s s
D Ugmsgn)® = D MGG 1 =DM (Gony 0
neZ nez nezi
== Tngjg:l(gmjﬁﬁ>|n2
nez
= m*m?=m*
(esto pues, como {gn }nez €s una base ortonormal, entonces { G, gn) = 0,81 n # m)
esto es,
Z |G, gn)|> = m* , m arbitrario .
neL
Pero 3 |{gm, gn)|* = m* — +o00, entonces

neZ m—%00

no existe B < co tal queZ {gmr 9)P < Bl gml* < B

neZ

por lo tanto {g,} no constituyeun frame.

Definicion 2.8. Sea H un espacio de Hilbert Separable , y G = {gn}nez € H un frame con

cotas frames A y B, definamos S: H — H, tal que Sf=: > {f,gn) gn, su serie frame, S es
nez
llamado un operador frame.

Observacion 2.9.

1. El operador frame S es un operador lineal y acotado sobre H con Al < S < BI.

2. S es inversible con B~!] < S~! < A~'].Ademas S™! es un operador positivo (S~! > 0),
entonces S~! es auto-adjunto .

3. {S7'g,}es un frame con cotas frames B~' y A™1.

4. Paracada f€H, f =3 (£,S g gn= > (f,9n) S gn.

nez nez d
5. Si existe {cn}, tal que f = 3 cngn, entonces 3 leal> = 3 Janl*+ 30 |an —cul?, esto es
nez neZ nel nez
Y lan* € Y leaf*, donde a = (f,57'g,).

nez nez
6. Si adicionalmente, {g, }nez es un frame ezacto, entonces{g,} y {S'g.} son biortogonales,

esto es
I,m=n

(gm: S_Ign> = Omn = { O,m#mn

Teorema 2.10. Sea g € L*(R) tal que G(z) = Z lg(z — na)|® satisface 0 < A < G(z) <
new
B < co , en casi todo punto sobre R. St g tiene soporte compacto, con soport(g) C I, donde I

1
es un intervalo de longitud 7 entonces {Emanag}m,nez es un frame con cotas j‘mmesz Y

3.
Ademds 1
para todo f € L2(R), Sf = EG(CE)f(fE) ' (2)
donde S es el operador frame; asimismo, S es invertible y
5 bf(x
571 f(@) = L) (3

G(x)
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Demostracion.
En primer lugar demostraremos la relaciéon (3).
En efecto, como S~ f € L?(R), tomemos S~' f por f en (2) y obtenemos

S (571) = 365 ()

G_gu:)_ S7Lf (z), esto es 71 f (z) = g((j))

Luego, probaremos que {Embfﬂ,mg}mmez es un frame para L2(R ) con cotas frames .46~ y Bb™!
y la relacion (2). En efecto, Si soport(g) C I entonces soport(Z,.g) C I, donde

entonces f(x) =

I-n —=d {.T -I-TL&'. R i E I} ,y y %ag(:]j) — g(:}: _-n‘a)_

Fijemos n, consideremos h,(z) = f(z)g(z — na) € L?(I,,) (en efecto, como f € L2(R), Tphag €
L?(R) con Z,,g con soporte compacto entonces fIn.g € L*( I,,) ). -
Pero también em(z) = VOEms(x) = b/?€*™™ es una base ortonormal de L?( I,). Por lo tanto

ha(z) = Z (hn, €m) €m, v Por la igualdad de Parseval,

meZ
hnllZs = / @) dz = 3 (b em)?
meZ
Asimismo "
/|hn(3:)!2d,x—- /f 'c—na) Enp(z)dx
In meL In
= by / £ r)Embng(a:)d:c
meL
= bZ' f;Emana.gH
meZ
entonces
> [ In@Pdr = 633 1, EusTrus)
neL neZ melZ
- > [ @l s -nafir=Y [ " 11@F ot - na)f de
nez nez

(g de soporte compacto)

- /|f aanx—nam—fw |G(x

nez

donde G(z) = Y _|g(x —na)|*

neZ

Por consiguiente

b3 S BniTuag)® = [ 1£(@)]* Gla)da esto s,

n,meZ

> W BTl = [ 1) oo

n,meL
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Entonces por teorema 2.7, se tiene

SIFIE < 3 1 BTou) < 5 [ 1@ do = ZUFIP

n,mez
P A B
por lo tanto {Em;,’I“MQ}mmEZ es un frame para L°( R ) con cotas frames S
1
Afirmacion: (Sf)(z) = —f(z)G(z) S es un operador frame .
En efecto, por definicién de S, y como {E,Th.g} es un frame, se tiene
Sf(@) = > Af, BusTnag) EmbTnag » c0mO ErpTrag() = €™ g(x — na)
m,neL
- 5[ Bt ] —
neZ LmeZ
= Y Hu(@)g(z — na) , Ha(z) = Y (f, EmpTrag) €7
neZ mEZL

1
A su vez, H, es periddica de peridédo b En efecto

1 ey o
Hw+3) = (£, g (x4 4 —na) ) ermmied)
meZL

e21r1mb(:1.+ ' ) — eQTr'r.mb:t:eQTrrm eﬂn‘tmb:ﬂ

g(:c-!-—;;*na) = g(z—(na— <)

o

1
Por consiguiente, Hy(z + 3) =HlT) .
Por lo tanto, por analisis de Fourier, se tiene

/H (.’L’ —2mmbxdx f( )-(.'L'——TI.UI)B_Qﬂmbzdﬁf

En efecto

—2mimb. s 2mimbx - 2rimbx _2wikbz
/In H,(z)e ™™ dx = <Hﬂ($), € >'L2(In) = <Z (f) EmbTnag) € ) € >

meZ

= Z (fa Emanag) <827Timbm’ e%rik,b:;)

mezZ

1 o o\ p—2mimba
= {f B Tnagluar,) = 3/1 f(2)9(z — na)e "™ dx

Entonces
1 RS .
f {Hn(m) - Ef(z)g(:c - na)} e2mimbgy =
In
1 e oy —2mimbzx _ . —2mimb:
< (Hn(:r) — +f(z)g(z - na)) , € >L2(In) = 0, para todo {e*™"*}

y como {6*2’"“”““}1”eZ es completa (debido a que {e‘gﬂmbf}m cz € una ‘base ortonormal,
entonces {e~2"™*} . es un frame)
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Por lo tanto
{Hn(n:) — %f(:c)g(;z: — na)] =0, esto es, Hp(z) = %f(:r:)g(;c — na)

Luego

Sflz) = Z H,(z)g(x — na) = Z %f(a:}g(;r: —na)g(x — na)

ner nelZ
= 23 @ lola—na)’ = 11() Y lote - na)l
= nez

Por lo tanto

§f(z) = 3/@)G()

3. Teoremas Muestrales

Teorema 3.1 i
Sea (2, o reales positivos, tales que 0 < Q < oy Y seay € S(R), tal quesoport(g) C
o

- 1
{%, 2—19—} ; g(w) =1 para |w| < o y g > 0 sobre (—E,—U} U {0', 2_16) .

Sea G(w) = Z |5(w — mb)|* y definamos ¢ via (w) = %, donde o + = <b< |

20 0
mezZ
Entonces para toda funcion f o-banda limitada, se tiene
fit) =)  f(nQ)g(t —nQ) en L*(R) @)
neZ ‘
Demostracion.
En efecto, sabemos que g € S(R) entonces g € S(R)y soport(g) es compacto.
1

También, soport(f) C I =[-0o,0] , |I| < g
Ademaés, puesto que soport(g) es compacto y soport(g) estd contenido en un intervalo de
longitud ! esto es soport(§) C [—o5, 5] » con = A - . -
onglriud =, 90 20 T am ac = g = | == = &, param
Eahae) s 2020 2020 || T 20 20) -t

suficientemente grande g(w — mb) se anula, entonces existen A, B, tal que

0<A<Gw) = Z |g(w — mb)|* < B < 0o, en casi todo punto.
meZ

Nuevamente aplicando el teorema 2.10, tenemos {E,,T,9} es un frame para I.2(R), donde
a =€,

Por lo tanto

f = Z <f: Ena.Tm.b§> S_lEnaT;nb.a

m,nEZ

= 3 {F BT BaaTr(575)

m,nes

Q=)

Afirmacién: S~1(g) = Q
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En efecto, de acuerdo al teorema 2.10, S~ f(z) = b%, tomando f =7, b = Q. entonces
574(5()) = 022 = af(x)
G(x)
esto es,
f =Q Z <f; E:zaTmb§> EroTrpd
mneZ
J=if) > <ﬁ EnnTmb§> BT (5)
mneZ
Pero,

<ﬁ EnQTmb§> = / Flw)e 5w — mb)dw

1

= m] , para m # 0 suficientemente grande,

Desde que g tiene soporte en {

g(w — mb) = 0; excepto cuando m = 0, g(w) = 1para |w| < o
entonces
(f, Enngb@‘) = f " Flw)e ) = f " Flwe gy = f(an)
esto es, ‘
(£, EuaTos) = (F. Enc§) = £(n) (6)
Por lo tanto de (5) y (6), obtenemos

F=0Y f(Q)EunTud =2 f(nQ)Ewnd

nez neZ

Finalmente, usaremos que
—~\V 2wibman
(Emeang) =€ i “ E_ﬂnTbmg

En particular, b,, =nQ , a, =mb,g=¢

Entonces "
(BuaTwsd) = e B, Togg
para m = 0,
-~V o e
(EnQT0b¢) = (Enn¢) = E_oTha¢ = Thao
esto es,

Enﬂ$ = (Tnﬂgb)/\
Por consiguiente

F=03 f(nQ) (Tue)"

nez

y aplicando la anti-transformada de Fourier, obtenemos

F=0> f(n)Tuap =Q>_ fF(nQ)p(t —nQ) en L*(R)

nez nez
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Para obtener un teorema de muestreo para muestras irregulares pero usando frames,
necesitamos adicionalmente propiedades de frames que estableceremos en el siguiente teorema.
Teorema 3.2. Sea g una funcion o- banda limitada y asumamos que {a,},{b,} son nimeros
reales por la cual {E,, ()} es un frame para L? ([—o,0]) . Asumamos que evistan A, B

positivos, tal que 0 < A < G(w) = Z [G(w = by)|> < B < oo . Entonces {E,, T, 3},

meL
es un frame para L%2(R).

Demostracion.

Sea I =[~a0,0] yIm=I+bpn={z€bn:zel}.
Afirmacion: Para m fijo, {T,, E,, (z)} es un frame para [, con las mismas cotas frames que
para{F,,(z)}. En efecto,

T B i) = 5. 1 ezm'anm) — (2mian(z—bm)

2mianx ,—2wianb 2rianz
e n e nv¥m —

esto es
2mianT

T B (x) = = B ko),

m fijado es un frame para L2 (I,,,) con las mismas cotas frames que para {E,,(z)} , digamos
AI y B] . N _
Afirmacién: fT;, g € L? (1,,), para todo f € L*(R).

En efecto
—~ —12 2 22
] IfTbm’g' i = / ‘ﬂ ‘Tbmg’ duw
Im

- [l

< Zf lfw)} [§(w — b)|? du

meZ

/. |Fef (Z 9w - bm)IQ) dw

mei

f ‘f (w) dw<B/Imlf(w)‘2dw
A<Gw)<B<o )

<
~ 2 -
< B [fw) dw< B 7|, =Bl £ haw <o

2
)I dw

IA

IA

( debidoa 0

Por lo tanto, hm = fT, g € L2 (In), Vf € L2(R).
Afirmacién: soport (’f;m) C I,,donde I, =IT+b, .

En efecto,
soport (ﬁm) = soport (fo,mE) C soport (f) N soport (Tbm?)
C soport (Tbmﬁ) = soport (E(w — bm))
€ D +sop0’rt()cb +[~0,0]
esto es,

soport (ﬁm) Cbp+[-0,0] = I,
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Por lo tanto, h,, tiene soporte compacto y soport (Em) C I,.

Ademaés, como {7}, E,,} es un frame para I, con cotas frames Aj, By, entonces,

2 ~
 <gf(n),
neZ

v aplicando sumatoria bajo m, obtenemos

2
A[ ’ h’a’n S BI Hhm

7

Im

2
m 1 mn

w1 o, 2 = 5
) % '(fTbma,Tb,,mEan% < B Y ||77.3
meZ " m,nez meZ

Asimismo
2 e
=X | |/ng
m meZ Ln

ZH.?TEJHE
meZ

)| g ? o Flw
=]m | Flw)| (ﬂ%m(w—bmn )dw*/ |Flw)

i dw = W%/Im ‘f(w)r [G(w — bm)‘z duw

G(w)dw

o.o]

debido a que g es de soporte compacto y G(w) = Z |g(w — bm)|2 .
mez

Afrmacidn <fT,,m§, T,,mEan>I = (f, Tbm(Ean@‘)>

m ™m

= e2mianbm / e Flw)e 2rienvG iy — by Ydw = e2rianbm < i EanTme>
—
en efecto
(f.55.5.), = [ (71.3) @.F)
= [ (Fw)) (5w =bw) Tortem=)
= [ Pt - pyjeriontote
= / f(w)?(w—bm)e—%m"we%m”b’“dw
I
o0

2o 627ria,‘b—m f('[U)a(w — bm)e?ﬁiaﬂwdqu

J—o0

= erientn (£ Fo, T3,.5)
puesto que soport(g) = [—o, o] . Finalmente, de (7), se tiene que
Alfr< Y || 75,3
Por lo tanto dem(%, (8) v (9) en (7), obtenemos
A7 Y |(F BTG < BBl

mneZ

—C0

De este modo, {E,,T5,,9} es un frame para L*(R).

™m

j N /—:O ’f(w)lzG(w)dw = Bfm ‘J?(w)lzdw =B| I’

(8)

(9)

(10)
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Observacién 3.3.

1. Se tiene que {FE,,Tp,gtes un tight-frame si, y solo si {FE,, (z)} es un tigh-frame para
L? ([~o0,0]) v G es una constante en casi todo punto sobre R. Veamoa de (?7), se tiene
AfA=B;Bestoes, Ay=B; A= B .

Por consiguiente, {£,, (z)} es un tigh-frame para L? ([—0,0]), v

0<B=A<G(w)<B<oo,estoes, G(w)=A=DB

en casi todo punto sobre R .
2. Ademas, el operador frame para {E, T}, 9} es dado mediante

Sh=3" 1,55 (WT:..9)

meZ

donde S,, es el operador frame para {7}, E.. } que es dado por

Sm;i'; = Z <:i":7 Tll—"m Eﬂ'n >I Tbnx Eﬂn

nez

paraﬁE]LZ(R) Eelz(fnz) f g T T / f

Veamos, como S es el operador frame para {E,, T;, g} tenemos

Sh="3" (b Ee,T5,5) Ea,Ton§= > Thn§ (Z (. Bo.T,.3) E)

m,nesd melZ e
pero, : - - o
<h"’ E"-rlTbma> = f hEanTb1n§(QU)dw = / h(fw)e_Qm'a'"w?(w = b,m)d‘!_t’
<h EanTbm / ? 'LU b )egma,lwdw
I
entonces
Sh = Z Tbmg (Z <thmg, Ea">[m Er:.,z>
meZ nez
tambien

<ETme\7 Eﬂ-n>I Eﬂn (w) = (/}‘ R(T)m)e_QWinnrdr) egﬂ-iaﬂ-ﬂ)

= ([ ROty ) oo
I'n
= <ETme3 Tbm Ean > Tbm Eﬂ-n (TU)
I

m

por lo tanto

sho= Y T3 (Z (A14,3. B0, Buv ) TbE)

meZ nez

Sho= 3 T, (S (AT0,3) ) ; B € LA(R), AT1,,5 € L2( L)

meZ
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Corolario 3.4.

1
Con las hip6tesis del teorema 3.2, sia, =nay a = 2% entonces
o
s 1
§lf== =
! 200 G
Ademés 3 P
8_1 EnaT L naldb,d
(BnaTbn0) = oo —a
4 1 E..T, G
—1~ na 9
300 S S e B
L g 20 T, G
Demostracion . . .
En efecto, paraa, =naya= —, —— | E..(2) » es una base ortonormal, por consiguiente,
: =3 {(7) B0} FeREEE

1
{ (\/?) Em(w)} es un frame, para L* ([—o,0]) . Entonces ver teorema 3.2, {E,,T}, g} es un
o .

frame para L*(R) y fTbmﬁ e L2 (I,) .
De este modo, se tiene que :

—~

SF = Y (FEuls,§) EnaTs,§

m,nEZ
= Z Tbma (Z <.f¢; EnaTbm§> Ena)
meL ne
= Z Ts..9 (Z <fTbm§7 Ena> Eﬂﬂ)
meZ nes
= Y 1.5(2071.5) = 2F (Z (T0,.9) (Tbm?))
meZ meZ
= 20f (Z 5w - bm)lz) =20fG ,
meZL
esto es o o
Sf=20fG (11)

Ahora, reemplazando fpor S ‘1)? en (11), tenemos
S (S—lf) = 2 (S‘lf) G
= 206(s7f)

I

por lo tanto

i
§if= ot
/ 20G
Asimismo, reemplazando fpor E..T), g en S‘lf: %@’ se obtiene

. ~ _ By g
§7 (BraTin) = 5225
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observar que E,,71;, g € L*(R).
Finalmente , como 206G S~ = 7, entonces

E..T,.
E”aTbm(GS_la) = "—b’”g_
20
EnaTh,§
ETs, (GS79) = (BoaTsnS7'9) (T, ) = —22=d
g

por lo tanto
Eﬂ-a Tbm. g

E,.T, S 'g=
b‘m g 20’2—,;_-,"‘_0

Teorema 3.5. Sea o >0, y {a,} una sucesidn de nimeros reales tal que {E,,} es un frame

_/—1 (w)
s CUE):

para L% ([—o,0]) con el operador frame Sy y sea glw) = Entonces para toda f

funcion o - banda limitada, se tiene que

f = \/ggz.f(a’n)ﬁbn

ner

donde ¢, (t) = (Kp(w) V , By = Z O T T Sgl(Eam), Iy =[-0,0].
meZ

Demostracion.

Sea b,, = 2om.

=g . ~ 2 __ 1
Afirmacién: G(w) = g;zw(w 20m)|” = z
En efecto,

i—o<w-—2om<ac

; en otro caso

— o2m-1)<w<o(2m+1
St — 2] = = iolem-1) o(2m+1)
0 en otro caso

Gw) = Z|g — 20m)|

meZ
= .. +|Gw +40)]* + [G(w + 20) | + [G(w)|* +
+ [G(w — 20)* + |G(w — 40)|* + ...

Param=—1= -30<w < —0 = §lw+20) =0=|gw+20)>=0
Param:—2=>—50§w§W3J=>§('w+40)=0=>|§(w+4‘7)|2:0
Param=0=—-—0c<w<o=glw ——i = —
Param:1=>a§w§30=>§(w—20)—0=>lg(w—QJ)| =0
Param:2=>30§'w§50=>§(w—40)=U=>|§(w—40)|2=0
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. 1
Por lo tanto G (w) = Z |G(w — 20m)|* = %

a
meZ

Entonces por el teorema 3.2 {E, T;,. G} es un frame para L2(R). Ademas, el operador frame
para {E,, T}, g} es denotado por S, de esta forma, para todo f € L2(R), se tiene que

F=3 (FE.1.3) 57 (B, T50)

m,neZ
y ~ R .
$f=Y (FBuTn9) 557 (BT = 3 {F,F0,Ton8) FuuTh 7
m,nez mneZ

——f(a) sm=0

Afirmacién: < ¥ ,Ea,nwa1§> =49 V2o VT
0 im # 0

En efecto,

= f Flw)e 2 Glw — 2mo)dw |

. — 1 .

pero, g(w — 2me) =0, m # 0y como g(w — 2mo) = —— para m = 0, y [ es una funcién

V20

banda-limitada en [—o, o], entonces

- . PO |
) e B O

1 % 5 ;
- (w)e—tha,,mdw
20 J_o
= ——fle.) im=
20_ n )
Asi
1

(FEma) =1 V'™ iy
3 m

por lo tanto

F= 3 o= f(@)S BT = == 3 (@)™ (o)

neL " 20 nez
debido a que T, g(w) = g(w — b)) = g(w — 2mo) = g(w), si m = 0. También
o 1 1 ~
Sf=— an) B, g = — sl ¥ B G 12
f {E;f( )Ea,g V%%(f >IO g (12)

Ademés, como el operador frame del frame {E,, } es So.

entonces So_lj?z Z <J?, 551E0?1>IG So_lEan - Z <J?, hn> T (13)

nez ner 2

$0f =3 (F.Bu), Ee. (14)

neZ
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Afirmacién: Sj?: iSOJ?.

En efecto, de (12), tenemos S =

entonces

Sf \/%
g

debido a (14).
De este modo,

F=(20)5" (F) en L*([-0,0])

s
T

~

Zf

HEZ

S

> E,.. g ,y como
()

'_wgagw

m
q

; en otro caso

)-

1
V20

Z < >ID Ea,

neZ

m\/Z—UZX

%Sof :

(15)

En efecto, tomando .5‘*1)? por fen la afirmacién, obtenemos :

S (s—lf)
3
S

Por lo tanto

Asi, de (13) y

Sil (Ean/g\)

y reemplazando en f = ——

f
)’E‘
f
donde K, Z i s I
meZ
v
donde K, = ¢,

R = S (E

ks (s)

La(s)

L5 (5 () -5 (1) = o

f=(20)55" (F) enL?([-0,0])

(15) obtenemos

= (20) 55" (Ban§) =20 Y _ (Ba,G, hrm) g Pom

Zf(an)S

nEZ

FE..q), obtenemos

)

((20) Y {Bo.8, )1, o

MEZL
hm)

(Z (BanB k),
mez
Io hm , ¥y tomando la transformada inversa de Fourier, obtenemos

(0 -

am) ¥ lo = [—0,0].

V2o 3 flank,

neZ
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Por lo tanto

f=v20 " flan)én

nek
Finalmente, si {E,, (w)} es un frame ezacto, entonces por la observacion 2.9, Sy'(E,,) = ha,
es la tnica sucesién biortonormal asociada con {E,, (w)}, esto es,
(Ea'" H S(]_l (Eﬂ-m )> = 57??»{.'17 y
Ko = > (Bu§,5"(Bsn))y, So (Ban)

meZ

= 3 (Bur (5% o) 552 (Ban) ) S5 (Bu)

meZ

- \/% >~ (Ban S5 (Bar)) 557 (Ban)

meZ

Por lo tanto

I
Ky =—=h,
v 20
y
v —2mitw 1 —2mitw
on(t) = (Kn(w)) = | Kalw)e " dw = [ —haw)e  du
a
1 - 1
— hn ; —2mtwd e nt
o= [ hnlw)e 0w = ——n(t)
Conclusiones

1.- En particular, si {E,, (w)}, es un frame exacto, entonces f = Z flan)n , donde
ne

Pa(t) = /U hn(w)e™ 2™ duw .

—a
2. La técnica de los frames y duales frames en L2 (R) son usados para generar resultados de
muestreo como la asociada en el teorema 3.5 .

3. Finalmente, la técnica de los frames es mucho mas refinada que la técnica de la dualidad
entre una base y su base biortogonal.
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