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REPRESENTACIONES EXTREMALES
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Resumen: En el presente trabajo se muestra la relaciéon de un conjunto convexo
con sus elementos extremos, lo que se conoce como representaciones extremales.
Extendemos el teorema de Krein-Milman en dimensién finita, para un convexo
cualquiera.
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REPRESENTATIONS EXTREMALS

Abstract: In this work, we show the relation about a convex set with their extremes
elements. We extended the Kein-Milman theorem in finite dimension for arbitrary
convex set.
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1. Introduccién

Dado un conjunto convexo C' C R™. Si denotamos por C'o(C') al conjunto de sus combinaciones
convexas, llamado casco convexo de C, se tiene que C' = C'o(C). Es decir, podemos obtener el
conjunto C' a partir de las combinaciones convexas de sus elementos. Luego surge la siguiente
pregunta ;podremos expresar C' = C'o(S) para algtin subconjunto propio S de C'? la cual, de ser
posible responderla, origina de modo natural la siguiente ;podriamos tomar S minimo? donde
la minimalidad se entiende en el sentido de inclusion: si existe B C C tal que C' = Co(B)
entonces S C B.

Un subconjunto convexo F de C se dice extremal si C\ F' es atn convexo. Cuando F es unitario,
se llama punto extremo y si F' es un rayo se dice rayo extremo. En principio, un candidato para S
seria la frontera de C', pero como ocurre en el caso compacto los puntos extremos son suficientes.

Teorema 1.1 (Krein-Milman) Todo conjunto no vacio, convexo y compacto de R™, es el
casco convezo de sus puntos extremos.

Prueba. Ver [4].

Luego notamos que para poder responder las interrogantes planteadas en el caso no compacto
podemos considerar S en funcién de los elementos extremales de C' (puntos extremos y
rayos extremos). Dichas expresiones de S generan para C' = Co(S) lo que denominaremos:
representaciones extremales. Dado que los elementos extremales de C' estan incluidos en la
frontera de C, entonces no podremos obtener representaciones extremales para conjuntos
abiertos, hecho por el cual estudiaremos primero el caso en que C' es cerrado y luego lo
debilitaremos. Notemos que cada representacion extremal generaliza, en cierto modo, al
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teorema de Krein-Milman, més atin obtendremos una prueba de éste como caso particular.

Sea ¢ C R"™ no vacio y convexo, denotamos por A[C] a la menor variedad lineal que
contiene a C'. La dimension de C, dim(C), sera la dimension de A[C]. El interior relativo
de C, denotado por ri(C) es el interior de C relativo a A[C]. La frontera relativa de C,
denotada por ¢/(C) se define como cl(C) = C\ri(C). El cono asintético de C, denotado
por Co(C) es el conjunto de las direcciones que constituyen C. Dado = € C' definimos
Coo(z) = {u € R" : 2+ Au € C, VA > 0}. El espacio de linealidad L, de C es definido por
L = C(C)N—Cux(C). El lector interesado en mayores detalles puede consultar las referencias

[1, 2], 3] ¥ [7].
2. Representaciones extremales

Daremos ahora las férmulas de descomposicién extremal de un conjunto convexo. Empezaremos
dando un criterio para obtener C' = Co(cl(C)).

Proposicién 2.1 Sea V' C R"™ no vacio y convexo. Si V = cl(B) donde B es un conjunto
convezo tal que int(B) # (), entonces V' es un hiperplano en R™ y BUV es un semi-espacio
cerrado de R™.

Prueba. Ver [3].

Definicién 2.2 (Segmento maximal) Sea C' C R™ convezo y no vacio. Dados a,b € C tales
que p = a —b # 0 se dice que [a,b] es un segmento mazimal de C en la direccion p, si el
conjunto S = {X € R:a+ A\u € C} es acotado y ademds Sup(S) =1 e Inf(S) =0.

Proposicion 2.3 Sea C' C R" no vacio, convexo y cerrado. Entonces son equivalentes:
i. existe en C un segmento mazximal.
#. C es la unidon de sus segmentos mazximales.

. C # A[C] y C no es un semi-espacio en A[C).

Prueba. (i) implica (i7) Por la existencia del segmento maximal, existen w € C'y p # 0 tales
que A, = {} € Rt : w+ A € C} es acotado. Sea z € C, si el conjunto A, = {\ € Rt :
z+ A\ € C} no es acotado, existe un rayo asintético en C, entonces p € Co(C) = Coo(w)
luego A,, no es acotado, lo cual es absurdo. Sean a; = InfA,, as = SupA, como C es cerrado,
T=z+aip, Yy=z+au€Cy A, Clz,y|, donde z,y € cl(C) entonces

c= |UJ &y

z,y € (C)

(#7) implica (7¢) Por la existencia de segmentos maximales, no hay lineas en dichas direcciones
luego C # A[C] entonces C' no es un semi-espacio en A[C].

(222) implica (¢) Sea K = cl(C) y dado que C no es un semi-espacio en A[C] entonces se tiene
que K no es convexo.

Entonces existen p,qg € K tales que [p,q] € K por lo tanto existe z € [p,q] \ K C C \ K,
luego z € ri(C"). Supongamos que [p, g] no es un segmento maximal en C, luego si ¥ = A([p, q])
entonces existe w € (¥ \ [p,¢]) N C y para algin punto, digamos p, se tiene p € [z, w) entonces
[z,w) C ri(C) y por tanto p € ri(C) luego p ¢ K, absurdo.
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Lema 2.4 Sea C C R" no vacio, cerrado, convezo no conteniendo lineas y tal que dim(C') > 2,
entonces C' = Co(cl(C)).

Prueba. Al no contener lineas, C' # A[C] y C no es un semi-espacio en A[C] pues dim(C) > 2
y estamos en la condicién (#4¢) de la proposicién anterior entonces por (iz), C es la union de
sus segmentos maximales de donde se sigue el resultado.

Teorema 2.5 Sea C C R" no vacio, cerrado, convexo y no contiene lineas. Si Rxt(C) es la
union de los rayos extremos de C, entonces

C = Co(Ezt(C)U Rxt(C))

Prueba. Basta probar que C' C Co(Ezt(C)U Rzt(C)). Haremos la prueba por induccién sobre
la dimensién n de A[C]. Para n < 1 la afirmacién es trivialmente cierta. Supongamos que la
afirmacion fue probada para n = k y consideremos que A[C] tiene dimensién (k + 1). Por el
lema anterior, C' = Co(cl(C)). Sea z € cl(C) y sea H un hiperplano en A[C] de soporte para
C en z, entonces por la hipotesis inductiva para I1 N C se sigue que

z€ HNC = Co(Ext(HNC)U Rxt(HNC) C Co(Ext(C) U Rxt(C))
Entonces z € Co(Ezt(C) U Rxt(C) para todo z € cl(C) por lo tanto
C = Co(cl(C)) C Co(Ext(C) U Rxt(C)).

Corolario 2.6 Sea C C R"™ no vacio, cerrado, convexo y tal que no contiene lineas. Se tiene

C = Co(Ezt(C)) + C(C)

Prueba. Dado zy € Rxt(C'), existe un rayo extremo p de C' que contiene a zo y es de la forma
p={z+Ay€C:)X>0}donde z € Ezt(C) e y # 0. Luego y € Cs(z), como C es cerrado
se tiene y € Co(C) y por ser este tltimo conjunto un cono, entonces zg € p C z + C(C) de
donde Rzt(C) C Ezit(C) + Coo(C) C C, luego Exzt(C) U Rzt(C) C Ext(C) + C(C) C Cy
usando lo obtenido en el teorema anterior

C = Co(Exzt(C) U Rat(C)) C Co(Ext(C) 4+ Cw(C)) € C
Dado que C,.(C) es convexo, se tiene C' = Co(Ext(C)) + Coo(C).

Corolario 2.7 Sea C C R" no vacio, cerrado, convexo y tal que no contiene lineas. Entonces,
C = Co(Ezt(C)) si y sdlo si Rxt(C) = 0.

Prueba. Basta notar que Co(C) = {0} si y solo si Rzt(C) = 0.

Para el caso que el conjunto contenga lineas, notemos que dado un punto en la linea
existen dos direcciones opuestas, luego C,, N —Cy # {0}, es decir el espacio de linealidad L
no es trivial. Esto nos lleva a la siguiente férmula de representacién extrema.

Teorema 2.8 Sea C C R"™ no vacio, cerrado y convexo. Si L es el espacio de linealidad de C
y Cp, = C N L*, entonces
C =L+ Co(Ext(Cr))+ Cus(Ct)
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Prueba. Como L es el espacio de linealidad de C se verifica C = L 4+ C N L*, luego basta
mostrar que Cp = C'N LY = Co(Ext(CL)) + Coe(CL) y por el corolario ?? es suficiente probar
que C'N L+ no contiene lineas.

Afirmacién. C;, = C N L* no contiene lineas.

En efecto; supongamos exista una recta I' C C, luego existe xq # 0 con xp € Co(Cr) vy dado
z € T, como C es cerrado entonces xg € Co(z) y al ser I' una recta —xy € Coo(z), entonces
zyp € L. Luego se tiene z + z9 € L+ (pues 29 € Co(2)), 2 € Lt (pues 2z € T) y 0 # zp € L.
Entonces

0 = (2 + o, z0) = {2, To) + {To, To) = ||z0||* de donde z = 0, absurdo.

Veamos ahora que en efecto el teorema 77 es una extension del teorema de Krein-
Milman. Sea C € R™ no vacio, compacto y convexo. Como C es acotado, C(C) = {0}
entonces L = {0}. Por el teorema anterior se tiene C = Co(Ezt(CL)), donde C;, = C N L,

por lo tanto
C = Co(Ext(Cy)) = Co(Ext(C N L)) = Co(Ext(C NR™)) = Co(Ext(C)).

Por otro lado, notemos que si C' contiene un rayo extremo p, entonces la representaciéon
C = Co(Ezt(C) U Rzt(C)) no satisface la nocién de minimalidad puesto que es suficiente
considerar cualquier parte no acotada del rayo p. Esto motiva a la siguiente definicién.

Definicién 2.9 (Coterminalidad) Sea C' C R™ no vacio y convezxo. Sea p = {p, € C : p, =
z+rw, r > 0} un rayo extremo de C, donde z € Ext(C) yw es una direccion no nula. Decimos
que X C C es coterminal con el rayo extremo p de C, si Sup{r : p. € X} = +0.

La nocién de coterminalidad permite caracterizar a los subconjuntos X C (' cuyas
combinaciones convexas generan C, es decir Co(X) = C.

Teorema 2.10 Sea C C R™ no wvacio, cerrado, convexo y no contiene lineas. Sea X C C
entonces Co(X) = C st y sélo st Ext(C) C X y X es coterminal con cada rayo extremo de C.

Prueba. Supongamos Co(X) = C y sea z € Ext(C) C C entonces z € Co(X) luego existen
T1,...,xr € X tales que

2 & Qo{zyy- - 2y =Cofzi; Colzsy - sTi}}

Entonces z € [z1,y] donde y € Co{zs,...,zx}, y por ser z punto extremo se tiene que
z=y=x; € X de donde Ezt(C) C X.

Consideremos el rayo extremo p = {p, : 7 > 0} de C, donde p, = z +rw, z € Ezt(C) y w es
una direccién no nula. Dado que Rzt(C) C C resulta Rzt(C) C Co(X) entonces p C Co(X).
Si Sup{r: p, € X} < oo, llamando a este supremo M, basta tomar 7o = M + 1 > 0, para que
pro & X pero como p,, € Co(X) existen z1,...,zr € X tales que

P € Colmy, oo @il = Cofz1,Cofmn; .. B} }

Entonces py, € [z1,y] donde y € Co{zy,...,zx}, luego pN [z1,y] # O y por ser p rayo extremo
existen ry, 7y tales que x; = p,,,y = p,, entonces 7y < ry = max{ry,rs} luego p,, € p de donde
pro € X, absurdo.

Reciprocamente, supongamos que Fxt(C) € X y X es coterminal con cada rayo extremo
de C entonces Ezt(C) C Co(X), veamos que Rzt(C) C Co(X). Si existe p C Razt(C)
tal que p € Co(X), donde p = {z+rw : r > 0} y z € Ext(C), entonces existe rg > 0
tal que p,, = z+ row ¢ Co(X). Si existe 1 > 7o tal que p,, € Co(X) dado que
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z € Co(X) entonces p,, € [z,p,] € Co(X), absurdo. Por lo tanto para todo r > 7o
se cumple que p, ¢ Co(X) entonces Sup{r : p, € X} < ro < oo lo cual contradice la
hipétesis. Entonces Ezt(C) U Rzt(C) € Co(X) y por formula de representacion extremal
C = Co(Ezt(C) U Rzt(C)) C Co(X) por tanto C = Co(X).

El teorema anterior muestra que si Rzt(C) = @, entonces Ezt(C) es el conjunto més
pequetio de C tal que C = Co(Ezt(C)).

3. Krein-Milman fortalecido

En la seccién anterior, los teoremas 2.5 y 2.8 extienden débilmente al teorema de Krein-Milman,
ya que en ellos se usa la hipdtesis de cerradura para el conjunto convexo. Surge entonces la
interrogante de poder extender el teorema cuando el conjunto convexo de R™, no sea cerrado.
Consideremos el conjunto:

B={(z,y,2) eR®: 22 +¢y>+ 22 <1,z >0}

claramente B es convexo y no es cerrado. Notemos que todo punto (z,y, z) de la esfera de radio
unidad S2, con z > 0 es punto extremo de B, es decir Ezt(B) = S? N B. Ademés se prueba
que B = Co(FExt(B)), a pesar de que B no es cerrado. Es decir se satisface la conclusién del
teorema de Krein-Milman. Pero, jqué tiene de particular este conjunto para poder obtener
la conclusion del teorema de Krein-Milman? La respuesta la encontramos en las caras de B.
Podemos notar que las caras de B son de dimensiéon cero, es decir puntos. Asi, toda cara de B
es un punto extremo de B. Sea F' una cara de B, entonces F' = {b} para algtn b € Ext(B)
luego se tiene que Ezt(F) es denso en Ext(F'). Surge entonces una nueva interrogante: La
condicién que para cada cara F' de B, Ext(F) es denso en Ext(F) ;sera suficiente para decir
que B = Co(FExt(B))? La respuesta a esta interrogante es afirmativa en el caso acotado, mas
aiun probaremos que para el caso no acotado, basta que se incluyan los rayos extremos de las
caras.

Lema 3.1 Sea A C R™ convexo y compacto tal que dim(A) = p. Todo punto del interior relativo
de A pertenece al interior relativo del casco convexo de a lo mds 2p puntos extremos de A.

Prueba. Por el teorema de Krein-Milman se tiene A = Co(Ext(A)). Sea = € ri(A) sin
pérdida de generalidad supongamos que xz = 0 (basta hacer una traslacién). Por tanto
0 € ri(Co(Ext(A))), sea V el conjunto de las combinaciones lineales de a lo més p — 1 puntos
de Exzt(A), luego V # A[C]. De donde existe una recta L tal que LNV = {0} y sean wy, w,
los puntos de L que son frontera con Co(Ezt(A)). Para cada ¢ € {1,2} sea H; el hiperplano
de soporte de Co(Exzt(A)) en w;. Claramente 0 € (wy,w2) y w; € Co(Ext(A) N H;), luego
por teorema de Carathedory w,; puede ser escrito como combinacién convexa de a lo méas p
puntos v}, ...,v5 de Ext(A) N H; luego w; pertenece al interior relativo de Co({v},...,v;}),
pues w; ¢ V donde i € {1,2}. Entonces 2 = 0 € ri(Co({v],...,v},v%,...,v2})).

Estamos en condiciones de enunciar y probar el resultado principal de esta seccién, que
caracteriza a los conjuntos convexos que satisfacen la tesis del teorema de Krein-Milman.

Teorema 3.2 Sea A C R"™ no vacio, convezo y acotado. Entonces A = Co(Ext(A)) si y sdlo

si, Ext(F') es denso en Ext(F'), para cada cara F de A.

Prueba. Primero, supongamos que Ezt(F) es denso en Ext(F), para cada cara F de A.
Probaremos que A = Co(Ext(A)) vy para esto usaremos induccién en la dimension d de A.
Para d < 1 es trivial pues A seria un punto o un segmento de recta cerrado. Sea dim(A) = d
y supongamos que A = Co(Ext(A)) sea valido para cualquier conjunto convexo y acotado tal
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que dim(A) < d (Hipotesis inductiva).

Sea F' una cara de A tal que F' # A. Como dim(F') < d y por la hipétesis inductiva F' =
Co(Ezt(F)). Luego Ext(F) C Ext(A) entonces F C Co(Ext(A)). Por tanto F C Co(Ext(A)),
para toda cara F' de A tal que F # A. Probemos ahora que ri(A) C Co(Ext(A)).

Sea a € 1i(A) dado que ri(A) = ri(A), luego a € ri(A) donde A es compacto. Por lema ?7,
existen vy, ...,vx € Ext(A) con (k < 2d) tales que a € ri(Co({vy,...,vx})) ¥y como A es cara
de A, por hipétesis Ext(A) C Ext(A). Luego existen aj,...,a, € Ext(A) tales que a; esta
suficientemente cerca de v; para j € {1,...,k} y también a € ri(Co({ai,...,ar})). Por tanto
a € Co(Ext(A)). Supongamos A # Co(Ext(A)) luego existe y € A tal que y ¢ Co(Ext(A)) y
por lo anterior y ¢ 7i(A) luego y € A\ri(A) = cl(A) de donde existe un hiperplano de soporte
H de Aeny. Como F = AN H es una cara de A tal que y € F, resulta y € F C Co(Ext(A)),
absurdo. Por lo tanto A = Co(Ext(A)).

Reciprocamente, supongamos que A = Co(Ext(A)). Sea F' una cara de A, luego por definicién
de cara se tiene que:

F=FnA=FNCo(Ezt(A)) = Co(F N Ext(A)) = Co(Ext(F))

por tanto F' = Co( Ext(F')). Entonces basta probar el resultado para la cara A de A, pues para
el resto de caras se procederd de modo anélogo. Por tanto supongamos que Exzt(A) no es denso
en Ext(A) y sin pérdida de generalidad supongamos dim(A) = n, entonces existen un punto
extremo z de A y una vecindad abierta V de z en R™ tal que VﬂE:Bt( ) = 0. Sea B = Co(A\V)
convexo y compacto, pues A\V es compacto. Ademés x ¢ B, caso contrario como z € Ext(A)
entonces r € Z\V, absurdo. Luego existe un hiperplano H que separa fuertemente a z de B.
Supongamos z € intH™ luego como Exzt(A) C B entonces A = Co(Ext(A)) C intH™. De
donde la vencidad de z dada por P =intH+t NV es tal que PN A = (), absurdo.

Teorema 3.3 Sea A C R" no wacio, convero y tal que no contiene lineas. Para cada
cara F' de A supongamos que Ext(F) U Rxt(F) es denso en Ezt(F) U Rxt(F). Entonces
A= Co(Ezt(A)U Rxt(A)). '

Prueba. Usaremos induccién en la dimensioén d de A. Para d < 1 el resultado es trivial pues
A seria a lo mas una semi recta. Sea dim(A) = d y supongamos que el teorema sea valido para
cualquier conjunto convexo que no contiene lineas y tal que dim(A4) < d.

Sea F' una cara de A tal que ' # A. Entonces por hipétesis inductiva F' = Co( Ezt(F)URzt(F)).
Por otro lado, como Ext(F') C Ext(A) y Rxt(F) C Rxt(A) entonces F' C Co( Ext(A)URxt(A)),
para toda cara F' tal que F' # A. Veamos ahora que ri(A) C Co(Ezt(A) U Rzt(A)). Sea
a € ri(A). Entonces existe un convexo acotado C' tal que a € C' C ri(A) luego aplicando el lema
3.1 al compacto C, existen vy, ..., v € Ezt(C) (k < 2d) tales que a € ri(Co({vy, ..., u})). Por
otro lado A es cerrado, convexo y no contiene lineas luego admite representacion extremal, luego
por teorema 2.5 A = Co(Ext(A) U R:Et(z)) de donde v; € Emt(C’) C Co(Ezt(A) U Rat(A)),

luego para j € {1,...,k} ﬁ_]O existen vj,..., 3( 5 € Ezt(A) y wl,. .. ;(3) € Rat(A) que
verifican v; € C’o({vl,. e pm, 3 Q(.?)}) asi entonces se tendra:
- k
a € ri(Co({vi,... ,U;(l),w%, o ,w;(l), R ,Uﬁ(k),wf, —_ ,'wf;(k)}))

también dado que Ezt(A) U Rsct(A) es denso en Ext(A) U Rxt(A) podemos suponer que
ul,...,v;(j) € Ext(A) y wi,..., € Ruzxt(A) basta aproximarnos lo suficiente, luego
a € Co(Ext(A) U Rxt(A)).

Supongamos exista y € A tal que y ¢ Co(Ext(A) U Rxt(A)), por lo anterior y ¢ ri(A) luego
y € cl(A) de donde existe una cara F' de A tal que y € F, luego y € Co(Ezt(A) U Rat(A)),
absurdo. Entonces A = Co(Ezt(A) U Rxt(A)).

q{J)
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Nuevamente para mostrar el resultado de modo general necesitamos la nocion de espacio de
linealidad.

Teorema 3.4 Sea A C R"™ no wvacio y convexo. Si L es el espacio de linealidad de A vy
A, = AN Li; Para cada cara F de Ap supongamos que Ext(F) U Rxt(F) es denso en
Ext(F)U Rat(F). Entonces

A=L+ Co(Ext(AL)U Rxt(AL))

Prueba. Basta usar la relacion A = L+ ANL* y notar que Ay, = AN L+ satisface las hip6tesis
del teorema 3.3.

4. Conclusiones
4.1 Todo conjunto cerrado v convexo, admite representacion extremal.

4.2 En todo conjunto cerrado y convexo que no admite rayos extremos la representacion
extremal(formada unicamente por puntos extremos) verifica la nocion de minimalidad.

4.3 El trabajo caracteriza los conjuntos convexos y acotados para los cuales la tesis del teorema
de Krein-Milman es vélida.

4.4 Se muestra una condicidén necesaria para que un conjunto convexo arbitrario, admita
representacién extremal.
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