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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES REGULARES DE LA

ECUACION DE ONDA SEMILINEAL CON DISIPACION LOCALIZADA EN
RTL

Pérez Salvatierra Alfonso*, Pefia Miranda Carlos Alberto®

Resumen: El presente articulo es parte de los resultados de la tesis titulada:
Comportamiento asintotico para la ecuacion de onda semilineal con amortiguamiento local
en dominios no acotado, en este articulo estudiamos la existencia y unicidad de solucion

regular para la ecuacion de onda semilineal con disipacion localizada sobre R™ dado por,

wy — Au+ a(x)u + flu) +alz)uy =0 en R™ x (0, 00),
u(0) = up € H3(R"), u(0) = uy € HY(R™).

Palabras Claves: Ecuacion de onda semilineal, solucién regular, semigrupos de operadores
lineales

Abstract: This article is part of the results of the thesis: Asymptotic behavior for semilinear
wave equation with local damping in unbounded domains, in this paper we study the
existence and uniqueness of smooth solution for the semilinear wave equation with localized
dissipation on R™ given by,

uy — Au+a(x)u+ f(u) +a(z)us =0 in R™ x (0, 00),
u(0) = ug € H2(R"), uy(0) = u; € H{(R").

Key Words: Semilinear wave equation, smooth solution, semigroups of linear operators.

1. Introduccién

Los trabajos de sistemas con disipacion localmente distribuidos son estudiados con bastante interés
desde la década de los 90 hasta la fecha, estos sobre dominios 2 acotados de R™, aplicados a diferentes
sistemas como podemos citar: visco eldstico, termoelasticos, problemas de contacto, ecunacion de
Kirchoff, entre otros. Ver [3], [6], [9]. [10], [11],[12] y [13].

Los términos disipativos en una ecuacién, sirven para garantizar un comportamiento asintotico o
polinomial de la energia asociada al sistema planteado.

Este articulo tiene por objetivo estudiar la existencia y unicidad de solucién regular para la ecuacion
semilinear de onda con disipacion localizada sobre R™ dado por,

up — Au+ a(z)u+ f(u) + a(z)uy =0 en R™ x (0, +00).

w(0) = up € H2(R™), w(0) = u; € HL(R), M)
con las hiptesis
(H1) a€ LP(R™);a(z) = ao cs. en Qp =R"\Bg = {z € R"/|z| > R} (2)
para R > 0, con Bg = {z € R"/|z| < R}.
(H2) f(s)s >0, para todo s € R. (3)
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52 Existencia y unicidad de soluciones regulares

(H3) f € CY(R). satisface la siguiente condicién de crecimiento: existe C' > 0, (4)

p>1,con (n—2)p <ntal que
If(z) = f)| < CQ+ 2P~ + [yP~Y|z — y|, para todo z,y € R.

(H4) o e WI@R™);a(x) > ag c.s. en R, (5)
El modelo matemético descrito es estudiado entre otros por E. Zuazua [14] quien prueba con las
hipotesis (H1) - (H3). la existencia v unicidad de solucion débil para
a(r) = a € R constante y condiciones iniciales (ug, 1) € H'(R") x L*(R").

2. Preliminares

En esta seccion presentamos algunos resultados y definiciones necesarias para el estudio de la existencia
v unicidad de soluciones regulares de la ecuacion (1).

Sea H un espacio de Hilbert sobre R. Denotaremos (-,-) v | - || el producto interno y norma
respectivamente en H, entonces se tiene las siguientes definiciones:

Definicién 2.1. Una familia {5(¢)}+>0 de operadores lineales y continuos S(t) : H — H se denomina
semigrupo de operadores lineales acotado de X si:

i) S(0) = 1. donde I es el operador identidad.
i) S(t+s)=5(t)S(s), Vt.s € R".
Diremos que el semigrupo S es de clase Cy si

iii) lim ||(S(t) —I)z|| =0, Vz € H.
L—a()

Teorema 2.2. Sea {S(t)}i>0 un semigrupo de clase Cy, entonces ezisten w > 0y M > 1 tal que
IS(#)|| < Me™, vt > 0.
Demostracion: Ver Pazy A. [7].

Observacién 2.3. Tomando w = 0, el teorema 2.2 afirma que existe una constante A > 1 tal que
|S(t)]| £ M, para todo t > 0. En este caso diremos que {S5(t) };>0 es un semigrupo uniformente acotado
de clase Cy. Ademds si w = 0y M = 1 diremos que {S(¢)}¢>0 es un semigrupo de contracciones de
clase Cy, es decir, |S(8)]] < 1. vVt > 0.

Definicion 2.4. Sea {S(t) hi>o un semigrupo de clase Cy. El operador lineal
A:D(A) c H— H, definido por

D(A) = {;z‘ e H: lim M.x: (:.1:153;.’.‘(&} y Az = lim MI Va € D(A)

h—0+ 2 h—0+F )

es el generador infinitesimal del semigrupo {S(t)}iz0 donde D(A) es el dominio de A.

Definicién 2.5. Sea A : D(A) € H — H un operador lincal no acotado. Diremos que A es mondtono
s1

(Av,v) >0, Yv € D(A).

Definicién 2.6. Diremos que el operador 4 es maximal ménotono si A es mondtono y también
R(I + A) = H. es decir, para todo f € H existe u € D{A) tal que u + Au = f.
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Observacion 2.7. Debido al teorema Lumer — Phillips (Pazy [7]) si —4 es un operador maximal
monotono entonces —A es el generador de un semigrupo de (()Ilfld( ciones de clase .
Entonces el problema de Cauchy abstracto dado por,

du
dt
u(U) = Ug,

= Au + F(u),

puede ser estudiado a partir de ahora, sustituyendo A por —A.
Es decir. se va a considera el siguiente problema de valor inicial

du .
4 Au= F(u), "
u(0) = wup,

donde A es el generador de un semigrupo de contracciones de clase Cy sobre el espacio de Hilbert H
v i H — H una luncién continua.

Definicién 2.8. Siu € C*([0.T): H)NC([0,T); D(A)), diremos que u es una solucion clisica o fuerte
del problema de valor inicial (G).

servacion 2.9. Si u es una solucion fuerte de (6), entonces u verifica la ecuacion integral dada por
Ob 2.9. S8 Iucion fuerte de (6), ent erifica la ecuacid tegral dada p

u(t) = 1L0+/ S(t — s)F(u(s))ds. (7)

Definicién 2.10. St u € C([0.T): H) verifica el problema de valor inicial (7), diremos que u es una
solucion débil o generalizada de (6).

Definicion 2.11. Diremos que una aplicacion F : H — H es localmente Lipschitziana, si para
cada constante positiva M existe una constante Lyy tal que

|F(u) — F(v)| € La|u — v

para todo u.v € H tal que |u| <My |v]| < M.
Ahora enunciamos el resultado principal de este trabajo

3. Teorema Central

Teorema 3.1. Sean (ug.ui) € H*(R®) x HY(R") y verificando las hipitesis
(H1)  (H4). Entonces existe una tinica solucion u : [0, +oc) = R tal que

u € C([0, +00); H(R™)) N CY([0, +00); H(R™)) N C?([0, +o0); LA(R™)).

Demostracion.

A) Existencia de solucién regular
Consideremos el espacio H = HY(R") x L?(R™) con el producto interno

(U, Uy = [ (Vuy - Vug + a(z)ujuy + vive)da
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donde U; = ( :“ ) €cH i=1.2
i

v la norma inducida

donde UV = ( “' )
”

La ccuacion (1) puede ser reescrita en la forma de un sistema

WUl = / (EVU]Q + afx)|ul* + \LIEJ da

[ = ’.l,‘3 8)
v, =  Au-—oz)u— f(u) —alz)v, (
que. a su vez. puede ser enmarcacdo en un sistema semilineal abstracto
dU
— + AU = F(U),
dt o (9)
U(0) = U,
donde U = ¢ FU) = i y el operador A definido por
ide U = . )= —Fla)— ol T operador A delinido po
0 -1 u 0 -1
Ay = ( (—A+a()I 0 ) ( v ) - ( —Au+a(z)u 0 )
con dominio D(A) = H?(R") x H'(R").
Afirmacion 3.1. El operador A : D(A) C H — H es un operador maximal mondtono en D(A).
En Efecto,
i) A monétono: Sea U = ( Z ) € D(A), se tiene
o = (+(2):(1)
: v 2
_ - u
n —Au+o(z)u )T\ v
- / [—Vv - Vu— az)vu+ ((—Au) + ox)u)v]dr
= (Vv -Vu+ (Av)v)der =02 0.
JR
ii) A maximal: Sea I’ = € H debemos demostrar que existe una finica ( :f ) €

A

)
)-(7)
(v)+4(2)=(7)

w—=u - .fl
v—Autalr)u = g

D{A) tal que ( l$ ) (

En efecto. de la igualdad

se tiene

Sumando se obtiene
—Au+ (a(zr)+ 1)u = f + g donde f+ g € L3(R™).



o
n

Definamos la aplicacion a : HY(R™) x H*(R") — R dada por
a(u.v) = (Vu, Vo) pagny + ((a(-) + 1).0) p2z0)

v cunple lo signiente
a) a es una forma bilineal; debido a que el producto interno es bilineal en L3(R™).
b) @ es continua
Eu Efecto,

la{u,v)] = |[(Vu, Vo) + ((a() + 1w, v))|
[(Vu, Vo) + (a(-)u, v) + (u, v)]
[(w, v) gy gmny + (a(-)u, v)]

< () g + a()u.v)|
= I'“‘lH’(ll{")|""|HJ(=§;") * |Ck!=x|“|Hl(t~”:")|’*‘\111(f_a'»)
< (1 + o) |l gy o] g geny -
c) a es coerciva
En Efecto.
la(u,w)] = |(Va, V) + ((a(-) + D, )|

I

|V'ul%g(£e.,,) + |‘u.|i2”{”} + (e )u, u))

Z |VTL|iZ(LQ1r) ~+ |U, iﬂ(]:.e_n) + n'ﬂ-iuﬁg(ﬁu)
2 |vuliZ(Rn) I (1 =+ a())l“‘iiQ(Ru}
> Clulfy (R™)

donde C =min{l, e+ 1}.
Dado v € L?(R"), definimos el funcional
L: HY{(R") — R
v = (L,v): = (d.v)

entonces L es una forma lineal y continua, esto es. L € (H'(R")". Para esta L. debido al teorema de
Lax - Milgram (Brezis [2]) existe una tnica u € H'(R™) tal que

(I('LL,‘U) = (st) = (ﬁ"-‘l")[}?(k"-): Vv € HI(RR)
Para todo ¢ € D(R"), tenemos
o)z = (L9}
= a(u,yp)
= (Vi,V9) + ((a() + 1)
= (—Au, )+ ((a) + 1u. ¢)
= (=Au+ (a)+ Du,¢).
Luego —Au + (a(-) + 1)u = ¢ € L>(R") y por el teorema 3.3.1 (Kesavan [5]) resulta que u € H2(R").

( Et ) € D(A) = H*(R™) x H(R") tal que ( ? ) + A (:f ) = ( 5 ), esto prueba

que A es maximal.

Por lo tanto dado F = 5 € H = HY(R") x L*(R") existe una tnica

Afirmacion 3.2. El operador F : H — H dado por

Ty = 0 . r__ u
B = ( Fa) rala)s ) para todo U = ( i ) cH
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esta bien definido.

En efecto,
Sea U = ( :j ) € H solo nos faltarfa comprobar que f(u) + a(z)v € L*(R™).
Por las hipétesis (H2), (H3) v de la desigualdad (a + b)? < 2(a® + b%) se tiene:

[P < [ ) e
Rn JRn

2C (f |u)?dx + / EuEgde)
Rn J R

= 2C (|u|ig(R”) ¥ lu i%,,@,,,)) . (10)

IA

De la inmersion de Sobolev H(R™) < L?(R"™), (n — 2)p < n (Kesavan [5]) existe una constante C
tal que .
|| p2p(mny < Clulgr(gny, para todo u € HY(R™). (11)

De las desigualdades (10) v (11) se obtiene
/11:1“ |f(u)|?dz < 2(3{|u!ig(ﬂn) + C~|u|?f] (W_)) < oo. (12)
Ademas de la hipétesis (H1) se tiene
/ la(z)v|?dz < |al% / [v|*dz < oc. (13)
JRn JRn
Por lo tanto de (12) y (13) se prueba la buena definicion de F.

Afirmacién 3.3. El operador F : H — H es localmente lipschitziano.

En efecto,
Sean U} = ( 4 ) cHylU= ( e ) € H tal que
v ()
|U||lg € My ||Us||lg £ M para algin M > 0. (14)
Se tiene que
|EW) - FO)llr = !
1 W = flur) +a(z)or — flug) —alz)v /||
< (1) = F2) sz + (@) (01 = ) By
< € [ {(+ ™+ hual™) fun ) do + afilor = valfagan
]Rn
< 30% ( f w1 — ug|*da + [ a1 2P~V uy — wa|*da
R" Jrn
+ / lﬂ2|2{p_1)\“1 = u2|2d1') o |G|gc=|""1 = ”2|2L'—’(1:z")-
Jrn
L1 : . )
Como — + —— =1, usando la desigualdad de Hélder obtenemos
p—1

‘ 2(p—1
|F(U) = F(Us)llw < 3C%(Jua — uzlfoggny + lullL('Zr-;(Rzl]lul — u|Zop(pm)

2p—1 . - .
]'UQlL(g(Rijlul - u2li2p(t%ﬂ)) + La‘léo]"’l - r"ﬂiﬂ(iﬁn)‘
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De las desigualdades (11) y (14) obtenemos

IF(U) - FWa)|ln < 3C%(Jua — ualZaggn) + CPMAP™D |uy — wplf g,
+CPMPP D iy — w1 gmy) + lalZvr — valFagn
< LM("UJ - U?!%{l (B Flth— 7"2!%‘-’(1{”])
< LyllUy - Uslla

donde Ly, = max{3C?(1 + C2PpL2(P-1)), la|?,}-
Como F' es localmente lipschitziana y Uy = ( t:n ) € D(A), por la proposicion 4.3.9 (Cazenave [4])
0 |

se tiene que existe

U= () € 0. Tals BP@) x B R") 1 OO, Tals H'(R) x LAR)

U
solucién clasica de (1), de donde resulta
u € C([0, Trnaz[; H*(R™) N C* ([0, Tinaz s H'(R™) N C*([0. Trnaal: L*(R™)).

B) Unicidad de la solucién regular

Consideremos w v v soluciones de (1) y w = u — v se¢ tiene

wy — Aw + a(z)w + f(u) - f(v) +a(z)w, =0, (15)
15
w(0) = w:(0) = 0.
Multiplicando la ecuacion (15) por wy e integrando sobre R™ obtenemos:
1d ; ;
Eg ([tL‘rlig(Rn) + IVEU!%Q(H,,) + iﬂil/z{')u.i%Q(Rn))
< / | f(u) = f(v)||w|de + / la(2)||w|*dz.
R!l B R-n.
Por la hipotesis (H1) se obtiene
ld 2 2 1/2 2
5T (i'wdi?-(?-i"} + |Vu:[L2(R“) + | (.)_MILZ(R,,))
< [ 1) = @) llwdde + ol (16)
L T

De la primera integral del segundo miembro v de la hipotesis (H3), se obtiene

/ [f(w) = f()||we|lde < C (1+ lulP~t + |’U{'f’71) lu — v||wy|de

JRn

= C/ (1 + |~ + [oP1) |w|w|da
Rn

= C(/ f‘“’||“-’t|ff"-1'-+f [u|P~ Y w||w | dar
JRn En

+ [ Jt.*|p“"1|u!]|'u.-,,|d:v).
JREn

p—1 1 1
= 1, por la desigualdad de Hoélder generalizado se obtienc

: L
(3 4+ — 4 =
oo 2p 2p 2

[m }f(u) = f(’l’)”w;]dl < C(EullLE(R")wa]LE[R“) + TTL(t)lesz(En)i'u.'{-‘LQ(T:ﬂ))
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donde m(t) = |u i;P(]k" + |v i:#’(l%”)

De la desigualdad (11) se tiene
/ |f(u) — f(o)||uy]de < C (l'lUlHl(Ru)I'wt‘LB(Rn) + C_'Qm(z‘)i-‘w\”l(RNJI-z.rJtle(E?.}) :
J N

Usando la desigualdad 2ab < a® + b* se obtiene

|f(1t) - f(v)Hﬂ’tld‘,L < CéQm(f) (I‘wl?fji(]f{n) + idiﬂil?[-‘?{g[%n)) . (]7)

Jrn
De las desigualdades (16) v (17) se tiene

1d

5 77 (il ia@ny + [Velia@n) + 102 ()0liagn) < Cm(?) (1wl any +|t_‘"‘ﬁ'-’(ﬁ“))‘

Integrando desde 0 hasta £ se tiene
2 2 1/2 2 A [ 2 2 -
\1_0,&!13(3”) + [V?,v!LQ(;%,,) + | / (‘)'U."L‘g“gn) < C'/(; m(t) (|’ur|H1(R,¢) - |wf1l-’(i’-t”)> dr.

Como a(x) > ap, mayorando por la izquierda en la desigualdad precedente

; & ;
2 2 2 2
iu"l}_{l(Rn) + |u’f|L‘2(y€n) < _I{ /n '171(t) (|w|Hl(]gu) + Iu"faiLi’(R“)) dx

donde K = min{1, ap}.
Por la desigualdad de Gronwall, resulta

\2 2 |2 —
I'l‘l"iHl(E"l) + Ilbt rL2(R11) = 0.
Luego w = 0, es decir, u = v.

C) Prolongamiento de la solucién regular

Si multiplicamos la ecuacion (1) por w e integrando sobre R™. obtenemos:

1d : : j 9
55 (f {|Vu|2 + |uL|2 + a(:r:)uz] dr) + g flw)wde + ] a(z)jusds: =0,
Z dl B R Rn
Por la hipétesis (H2) la funcién F(s / f(t)dt, Vs € R, esta bien definida. Luego
1d

(/ [|\7t¢|2 + |wg|? + a(z)u ]d.’z:+'ﬂn F(u-)dav) = —‘[n a(z)uide. (18)

2dt

Definimos la energia asociada al sistema (1) como

E(t) = % / [}Vu(:x, )2 + Jus(z, t)|2 + a:(r)lu(a"f)rz] dr + F(u(z, t))dx.
JRET JRn
Luego de la ecuacion (18) se tiene
GO == [ a@lu(snids <o (19)
dt B

lo que demuestra que la energia asociada al sistema (1) es no creciente, para todo t € [0, +oc).

Afirmacién 3.4. T}, = +oc.



En efecto, si suponemos que 15,4, < +00 entonces por el teorema 4.3.4 (Cazenave [4]) se tiene

lim ||U(t)||g = +oc.

t=rtma

})(TU

IA

OOl = [ (V6P + [l +a@uf]dz < B

B

A

E(0) < oo,

lo cual es absurdo. Por lo tanto T, = 4+00. Luego, la solucion regular existen en todo el intervalo
[0, +00).
4. Conclusién

Con la teorfa de semigrupos se logra demostrar que el problema (1), con las hipotesis (H1) — (H4) v
datos iniciales (ug, u1) € H*(R") x HY(R") tiene una finica solucién fuerte u : [0. +0c) — R tal que

u € C([0, +o0); H2([R™)) N C([0, +00); H'(R™)) N C*([0. +00); L*(R™)).

Ademas la energia asociada al problema (1) es una funcién no creciente en el intervalo [0, +o0).

Mas ain con los mismos argumentos realizados en el presente trabajo se puede demostrar, con las
hipotesis (H1) ~ (H4) y datos iniciales (uo,u1) € HYR") x L*(R"), que el problema (1) tiene una
solucion débil en el espacio

u € C([0, +00); HY(R™)) N C([0, +00); L*(R™))
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