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EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES REGULARES DE LA
ECUACIÓN DE ONDA SEMILINEAL CON DISIPACIÓN LOCALIZADA EN

]Rn
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Resumen: El presente artículo es parte de los resultados de la tesis titulada:
Comportamiento asintótico para la ecuación de onda sernilineal con amortiguamiento local
en dominios no acotado, en este artículo estudiamos la existencia .Y unicidad de solución
regular para la ecuación de onda semi lineal con disipación localizada sobre IRn dado por,

{
Ut;( -.6.u + o(:r;)u + f(u) + a(x)Ut = O en IRn x (O, CXJ),

11,(0) = 11,0E H2(IRn), ut(O) = 11,1E Hl(IRn).

Palabras Claves: Ecuación de onda semilineal, solución regular, semigrupos de operadores
lineales
Abstract: This article is part of the results of the thesis: Asymptotic behavior for semilinear
wave equation with local damping in unbounded dornains, in this paper we study the
existence and uniqueness 01' smooth solution for the semilinear wave equation with localized
dissipation on IRll given by,

{

'lltt -.6.11, + o{r)u+ f(u) + a(x)Ut = O in IRn x (0,00),

11,(0) = Uo E H2(IRn), Ut(O) = 11,1E Hl(IRll).

Key Words: Sernilinear wave equation, smooth solution, semigroups of linear operators.

1. Introducción

Los trabajos de sistemas con disipación localmente distribuidos son estudiados con bastante interés
clesde la década de los 90 hasta. la fecha, estos sobre dominios fl acotados de IRn, aplicados a diferentes
sistemas como podemos citar: visco elástico, tennoelásticos, problemas de contacto, ecuación de
Kírchoff. entre otros. Ver [3], [6], [9], [10], [11],[12] Y [13].
Los términos disipativos en una ecuación, sirven para. garantizar un comportamiento asintótico o
polinomial de la energía asociada al sistema planteado.
Este artículo tiene por objetivo estudiar la existencia y unicidad de solución regular para la ecuación
semilinear de onda con disipación localizada sobre IR" dado por,

{
Utt - .6.u + a(x)u + f(u) + a(x)ut = O en IR" x (O, +00),

u(O) = Uo E H2(IR") , 1lt(O) = u] E Hl(IR"),
(1)

con las hipótesis

(Hl) a E Lf-(IRrl
); a(x) ~ ao c.s. en nR = IRn\BR = {X E IR" /Ixl ~ R}

para. R > O, con BR = {x E IRn/lxl < R}.

(2)

(H2) f(s)s ~ O, para todo s E IR.
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,)2 Existencia y unicidtu! de soluciones regulares

(H3) .f E C1(lR), satisface la siguiente condición de crecimiento: existe e > o.
jJ > 1, con ('11, - 2)p :::;ti tal que

(4)

l.f(x) - .f(y) 1 :::; C(l + IJ'IP-1 + 11/lp-1)lx - 1/1, para tod.o x,I! E IR.

(5)

El modelo matemático descrito es estudiado entre otros por E. Zuazua [141 quien prueba con las
hipótesis (H1) (H3), la existencia y unicidad de solución débil para
o(x) = o' E IR constante y condiciones iniciales (uo,uJ) E Hl(Rn) x L2(IRn).

2. Preliminares

En esta sección presentamos algunos resultados y definiciones necesarias para el estudio de la existencia
y unicidad de soluciones regulares de la ecuación (1).
Sea H un espacio de Hilbert sobre IR. Denotaremos (-,.) y 11 . 11 el producto interno y norma.
respectivamente en H, entonces se tiene las siguientes definiciones:

Definición 2.1. Una familia {S(t)}¿2':CJ de operadores lineales j' continuos S(t) : H ---+ H se denomina
semigrupo de operadores lineales acotado de X si:

i) SeO) = 1, donde 1 es el operador identidad.

ii) S(t + 8) = S(t)S(s), Vt. s E IR-I-.

Diremos que el semigrupo S es de clase Co si

iii) I~'\~\II(S(t) - 1)J:11 = O, V:r E H.

Teorema 2.2. Sea {8(t)h2':o un semiqrupo de clase Co, entonces existen w > OY 111;:::: 1 tal que

118(t)11 :::; MeWI, Vt;:::: O.

Demostración: Ver Pazy A. 171.

Observación 2.3. Tomando w = O, el teorema 2.2 afirma que existe una constante Al ;::::1 tal que
IIS(t)11 :::; AJ, para todo t ;::::O. En este caso diremos que {S(t)h2':o es un semigrupo uniforrnente acotado
de clase eo. Además si w = O Y Al = 1 diremos que {8(t)}L2':O es un semigrupo de contracciones de
clase C(J, es decir, IIS(t) 11 < 1. Vt ;::::O.

Definición 2.4. 5'ea {S(t)}'2':olln semujrupo de clase Co. El operador lineal
A: D(A.) e H ---+ H. definido por

" { . . ,8(h) - 1 '. } '. S(h) - 1DlA.) = :r E H: lírn 1 x existe 1/ A.x = 11m 1 x, Vx E D(A.)
h.-J-O+ ¿ h.-J-O'" 1

es el generador injinitesimal del semiqrupo {S(t)h>o donde D(A.) es el dominio de A..

Definición 2.5. Sea A. : D(A.) ~ H ---+ H uai operador lineal no acotado. Diremos que A. es monótono
SI

(A.v, v) ;::::O, Vv E D (A.) .

Definición 2.6. Diremos que el operador A. es maxinuil mónotono si A es ruoruitono 1/ también
R(l + A) = H, es decir, para todo f E H existe tí E D(A) tal que u.+ Au = f.
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Observación 2.7. Debido al teorema Lumer - Phillips (Pazy [7]) si -A es un operador maximal
monótono entonces -A es el generador de un sernigrupo de contracciones de clase C(J.
Entonces el problema de Cauchy abstracto dado por,

{

du
di ~ Au + F(u),

1l(0) = '/lo,

puede ser estudiado a partir de ahora, sustituyendo A por -A.
Es decir. se va a considera el siguiente problema de valor inicial

{

dsi
dt + Au = F(u),

u(O) = uo,
(G)

donde A es el generador de un sernigrupo de contracciones de clase Co sobre el espacio de Hilbert H
.Y P : H ~ H una función continua.

Definición 2.8. si o:« Cl([O.T];H)nC([O,T];D(A)), diremos que 'u es una solución cltisica o fuerte
del problema de ualor inicial (6).

Observación 2.9. Si u es una solución fuerte de (G). entonces 'ti verifica la ecuación integral dada por

i·tu(t) = S(t)uo + S(t - S)F('Ll(8))ds.
. o

(7)

Definición 2.10. Si 1L E C([O. T]; H) uerifica el problema de ualor inicial (7), diremos que u es una
solución débil o qeneralizada de (6).

Definición 2.11. Diremos que 'ano, aplicación F : H ~ H es localmente Lip scliit.zian.a, si para
cado. conslanie posiiiua 1\1 eiiste una cotistanie LM tal que

para lodo U.v E H tal que lul::; 111 Y 11'1 ::; 11.1.
Ahora enunciamos el resultado principal de este trabajo

3. Teorema Central

Teorema 3.1. Sean (UQ.1.tr) E H2(lRn) x Hl(lRn) y uerificorulo las hipótesis
(Hl) (H4). Entonces existe una única solución 11-: [O, +(0) -+ lR tal que

Demostración.

A) Existencia de solución regular
Consideremos el espacio H = Hl(lRH

) x L2(lR7I) con el producto interno
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donde U¡ = ( u.¡ ) E H, i = L 2
U'i

v la norma inducida
f (') ') '))liUllH = .fR." l\7ul- + o{r)lul- + Ivl- dx

donde U = ( '.~).

La ecuación (1) puede ser reescrita en la forma de un sistema

{

ti, = V.

VI = D,.u - o:(x)u - J(I1) - a(x)'u,
(8)

que. a su vez. puede ser enmarcado en un sistema semi lineal abstracto

{
~~ + AU = F(U),

U(O) = U«,
(9)

donde U = ( u. ), F( U) = ( J() O () ) y el operador A definido por
'1.' - u-axv '

AU- ( O- (-D,. + 0:(-))1
O

-6u + o:(:c)u

con dominio D(A) = H2(Rn) x H1(RTl
).

Afirmación 3.1. El operador A : D(A) e H --+ H es un operador maximal monótono en D(A).

En Efecto,

i) A monótono: Sea U = ( '~) E D(A), se tiene

(AU, U)H (A ( ~ ) , ( ~ ) )
(( -6u ~t:~(x)n ) , ( ~. ) )

.L" [- \7'1' . \7u - (~(x )'(!U + ((-D,.u) + o:(:r) u )v]d;r

- .L" (\7v . \71l + (6u)v)dx = O ~ O.

ii) A. maximal: Sea F = ( : ) E H debemos demostrar qUE:' existe una única

D(A.) tal que ( v. ) + .1.( ti. ) = (J. ).
'/} v 9

En efecto. de la igualdad

se tiene

{

'U - 'u = f.
v - D,.'u+ o{r)u = g.

Sumando se obtiene
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Definamos la aplicación a : H1 (l~n) X H1 (R") ---+ ~ dada por

v cumple lo siguiente

a) u es una forma bilineal; debido a que el producto interno es bilineal en v:¡(~n).
b) o. es continua
En Efecto.

la(u, v)1 1('Vu, 'VI') + ((o{) + l )«, 1'))1
1('Vu, 'V1') + (o:(·)u, v) + (n, '1')1
I(n, 'V)JIl(Rn) + (o:(-)u, '1')1

< I(u, 'V)Hl(Rft)1+ 1 (o:(-)u, v)1

< lu·IHl(Rn)lvl¡'¡l(R"l + Ictj.:cI'uIHl(1""JI'uln1(R"J
< (1 + 100Ioo)luIHl(]RIt)lvIHl(R")'

e) a es coerciva
En Efecto.

la(u, u)1 1('Vu, 'Vu) + ((0:(-) + l)u, u))1

l'Vuli2(I""l + l'u.112(R"l+ I(o:(·)u,u)l

1
2 2 2> 'VUIL2(Hn) + luIL2(Hn) + o:ol'uIL2(lPcftJ
2 2> l'VulL2(lq:n)+ (1+ o:o)luIU(iR")

> Clul;:ll(iRn)

donde C =rnin{l,o:o + 1}.

Dado 'ljJ E L2(~n), definimos el funcional

L: Hl (~n ) ---+ ~
V H (L,'u): = (1b,v)

entonces L es una forma lineal y continua, esto es, L E (H1 (~n)'. Para está L. debido al teorema de
Lax - ?vIilgrarn (Brezis [2]) existe una única 1l E H1 (IRn) tal qne

a(u,v) = (L,v):= (1,!;,V)L2(]Rn); 1:;/1: E H1(Rn).

Para todo ;O E D(IR"), tenemos

(~',<ph2(iRT') = (L·<P1
a(u,<p)
('Vu, 'V<p) + ((o{) + l)u,y)
(-6.11.,;0) + ((n{) + 1)v. 'P)

(-6..v+ (1.."1:(') + l)u,;o).

Luego -6.u + (0:(-) + 1)u = 1!; E L2(IRll) Y por el teorema 3.3.1 (Kesawm [5J) resulta que u E H2(~n).

Por lo tanto dado F = ( f ) E H = Hl(IR'I1.) x L2(IRn) existe una única
9

(
II ) E D(A) = H2(IRn) x Hl(IRH) tal que ( tz ) + A ('u) = ( f ), esto prueba
u v 1) 9

que A. es maximal,

Afirmación 3.2. El operador F : H -+ H dado por

F(U) = ( f( ) O (, .)" ) para todo U = ( ~ ) E H.'1.1,+0,.1,(, 1.,
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está bien definido.

En efecto,

Sea U = ( ~ ) E H solo nos faltaría comprobar que f(u) + a(x)v E L2(R").

Por las hipótesis (H2), (Kn y de la desigualdad (a + &)2 :::; 2(02 + &2) se tiene:

(10)

De la inmersión de Sobolev H1(R") '-7 L2P(Rn), (n - 2)p :::;n (Kesavan [5]) existe una constante C
tal que

lulL21'(1R:11):::; ClulHl (lRn) , para todo u E H1 (R").

De las desigualdades (10) y (11) se obtiene

(11)

(12)

Además de la hipótesis (Hl ) se tiene

(13)

Por lo tanto de (12) y (13) se prueba la buena definición de F.

Afirmación 3.3. El operador F : H -+ H es localmente lipschitziano.

En efecto,

Sean U1 = ( .~~.) E H y U2 = ( ~: ) E H tal que

IlUlll11 :::; id Y 11U21111:::;M para algún 1\1 > O. (14)

Se tiene que

IIF(UJ) - F(U2)IIH - 11 ( O ) 11- f('llI) + a(x)vl - f(U2) - a(:r)v2 H

< If(ud - f(U2lli2(]!íln) + la(x)(vl - v2)li2(Rn)

< =: {(1 + 11l11P-1+ IU2IP-1) I'1Q - 'U21}2 dx + 1(¡.1~lv1 - v2Ii2(l~n)

< 3C2 (~n IU1 - u212cZx + .~" IUlI2(p-l)lul - u212dx

+ .~n IU212(p-l)lul - u212dX) + lal~J/)l -1!2Ii2(L[{II)'

Como ~ + ~ = 1, usa.ndo' la desigualdad de Holder obtenemos
P p-l

11 '"([jT) F(U )11 C2(1 12 1 12(p-l) 1 12.F 1 -' 2 11 < 3 Ul - U2 L2(lRTI) + 'I.¿l L21'(!Rn) Ul - 'lL2 L21J(!R")

1 12(p-l) 1 12 ) 1 12 1 12U2 L2P(!Rn) '1.[1 - U2 L2p(l'<.n) + a 00 '1.'1 - '1'2 L2([>t"J'
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De las desigualdades (11) y (14) obtenemos

'3Cf2(1 '12 C-f2P~I-2(P-l)1 _12, U,l - ([2 L2(JR:H) + ,11' ul - 11.2 [J1(1'f.")

C-2p~12(p-l)l' _ _12 ) 1 12 1, 12+]y /1,1 - U,2 Hl(H:.n) + a rx: VI - V2 [2(h'1;n)

< L¡\1 (IUl - li217f1(lR")+ IVl - v21~2(Rn))
< LMIIU1 - U211H

donde Li\} = max{3C2(1 + 62p_'AJ'2(p-l)), I(¿I~}.

Como F es localmente lipschitziana .YUo = ( ~~) E D(A), por la proposición ·J.:,~.D (Cazenave [41)

se tiene que existe

solución clásica de (1), de donde resulta

B) Unicidad de la solución regular

Consideremos u y v soluciones de (1) YW = u - v se tiene

{
w« - f"..w + n(:r)w + f(u) - f(1I) + a(x)Wt = O,

lO(O) = 'Wt(O) = O.
(15)

Multiplicando la ecuación (15) por ui¡ e integrando sobre ~n obtenemos:

L~ ( , , 2 ,2 1 1/2(.) '12 )2 dt 1 tL't1 U(l,'1;n) + l,\hIU(lR") + e\' '11, [2(L~n)

< 1" If(u) - f(v)IIV'tldx + .Ln la(x)lllOl;12dx.

Por la hipótesis (H1) se obtiene

(16)

De la primera integral del segundo miembro y de la hipótesis (H3), se obtiene

.A~nIf(u) - f(v)llwtlb < C i~n(1 + lulp-1 + 11111'-1) lu - 'uIIWtld:r

C .h~n(1+ lulp-1 + IvIP-1) IwllWtlb

C ( .Ln IlOllwtld:r + 1n luIP-1Iwllwtld:r

+ i~nIVIP-11'w1Iwl;ld:r) .

.' - 1 1 1
Como _P - + - + .; = 1, por la desigualdad de Holder generalizado se obtiene

2p 2]) 2
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De la desigualdad (11) se tiene

Usando la desigualdad 2ab S; 02 + b2 se obtiene

De las desigualdades (16) y (17) se tiene

Integrando desde ° hasta t se tiene

Como (\'(:c) 2': (\'0, mayorando por la izquierda en la desigualdad precedente

donde J( = min{L no},
Por la desigualdad de Gronwall, resulta

Luego 'LV = 0, es decir, u, = u.

C) Prolongamiento de la solución regular

Si multiplicamos la ecuación (1) por 1ít e integrando sobre IRn, obtenemos:

Por la hipótesis (H2) la función P(s) =1s
j(t)dt, Ys E IR, está bien definida, Luego

~i(['[1'V'uI2 + l1íti2 + (x(x)v2] dx + [' F(1í)dX) = - [' a(x)v,fd:c,
2 dt Ifr?1I Jw;n Jw;"

Definimos la energía. asociada al sistema (1) como

Luego de la ecuación (18) se tiene

lo que demuestra que la energía asociada al sistema (1) es no creciente, para todo t E [O,+(0),

Afirmación 3.4. Tnuu; = +00,

(17)

(18)

(19)
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En efecto, si suponemos que l~lwx < +00 entonces por el teorema 4.3.4 (Cazenave 141) se tiene

lím IIU(t)IIH = +00.
t-+t'ma:t:

Pero

IIU(t)IIH = .k" [1'VuI2+ IUtl2 + a(x)luI2]dx < E(t)

< E(O) < 00,

lo cual es absurdo. Por lo tanto T~ax = +00. Luego, la solución regular existen en todo el intervalo
[O, +(0).

4. Conclusión

Con la teoría de semigrupos se logra demostrar que el problema (1), con las hipótesis (H1) - (H4) Y
datos iniciales (uo, Ul) E H2(lRn) x Hl(lRn) tiene una única solución fuerte u : [O, +(0) --+ IRtal que

Además la energía asociada al problema (1) es una función no creciente en el intervalo [O,+(0).

Más aún con los mismos argumentos realizados en el presente trabajo se puede demostrar, con las
hipótesis (H1) (H4) Y datos iniciales (uo,ud E Hl(lRn) x L2(IRn), que el problema (1) tiene una
solución débil en el espacio
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