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EXISTENCIA LOCAL Y NO EXISTENCIA GLOBAL PARA UN SISTEMA DE
ECUACIONES DE ONDA NO LINEAL CON OPERADOR p-LAPLACIANO

Tedfanes Quispe Méndez', Yolanda Santiago Ayala®, Féliz Pariona Vilea’

Resumen: Consideramos un problema mixto para un sistema de ecuaciones de onda
no lineal con operador p-Laplaciano y con término disipativo fuerte. Probamos la
existencia local de soluciones por el método de Galerkin y la explosion de soluciones por
el método de la energia. Damos algunas estimativas para el tiempo de vida de las soluciones.

Palabras Claves: Solucion local, Método de Galerkin, Explosién de soluciones. Sistema
de ecuaciones de onda con Operador p-Laplaciano.

LOCAL EXISTENCE AND GLOBAL NONEXISTENCE FOR A SYSTEM OF
NONLINEAR WAVE EQUATIONS WITH p-LAPLACIAN OPERATOR

Abstract: We consider a mixed problem for a system of nonlinear wave equations with
p-Laplacian operator and with dissipative strong term. We prove the local existence of
solutions by Galerkin method and blow-up of solutions by the energy method. We give
some estimates for the life span of solutions.

Key Words: Local solution, Galerkin method, Blow-up of solutions, System the wave
equations with p-Laplacian operator.

1. Introduccion
En este articulo consideramos el problema de valores iniciales y de frontera para el si-guiente sistema

de ecuaciones de onda no lineal con operador p-Laplaciano:

u' — Apu— Au' = fi (u,v) en £ x]0,00[, : (k1
v" — Apv — AV = fo (u,v) en Q x]0,00],

SV
—

con condiciones infciales

u(x,0) = up (z), v (2,0) =uy (), en Q, (1.3)
v(z,0) = v (z), v (2,0) =vi(z), en Q, (1.4)
v condiciones de frontera
u(z,t) =0, en I x ]0,00], (1.5)
v(z,t) =0, en I x ]0,00[, (1.6)

donde €2 es un conjunto abierto y acotado de R™ con frontera suficientemente regular 92, A es el
operador Laplaciano. A, es el operador p-Laplaciano definido por

Ay = div (|vw|f"2 V'u:) :
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con p > 2. V es el operador gradiente, div es el operador divergencia. f; (s.7). ¢ = 1.2, son funciones

3 " 3 D) e 5250
reales no lineales continuas para (s.7) € R, w' := —‘Z)Lj w' = ‘3}7“

Cnando p = 2, muchos autores estudiaron desde diferentes puntos de vista el sistema (1.1) — (1.2),
debemos mencionar: Segal [15]. que presentd el significado fisico de (1.1) — (1.2): Medeiros y Milla
Miranda [9], la existencia v unicidad global; Li y Tsai [6], la existencia, unicidad global. y explosion de
soluciones: Wu y Tsai [17], existencia local y explosion de soluciones; Quispe Méndez [13, 14]. existencia

local y explosion de soluciones.

Cnando p > 2 v u = v, las ecnaciones del tipo (1.1) se utilizan para describir el movimiento de un
solido viscoelastico (Por ejemplo. una barra si n = 1 y una lamina si n = 2) compuesto de un material
especial, ver referencias de Yang v Chen [18]. También se puede considerar como una ecuacién que
sobierna el movimiento longitudinal de una barra viscoeldstica obedeciendo el modelo de Voight no
lineal [18]. Este tipo de modelos, fueron estudiados por muchos autores. podemos mencionar: Ma y
Soriano [8], Gao y Ma [5], Yang v Chen [18]. Quispe Méndez [11]. Ye [19]. Chen, Yao y Shao [3] y entre
otros.

Cuando p > 2. recientemente, Castro [2] probé la existencia de la solucion global para el sistema

W' — Apu — A’ = o [ulfu + fi (1.7)
v — Apv — A = [u ol v + fa (1.8)

donde p > —1. Lima, Lourédo y Marinho [7] probaron la existencia de una solucion local para el
sistema

' — Apu— Au' + f (u,v)u=hy, (1.9)
v — Apv — Av' + g (u,v) v = hy, (1.10)

donde f es continua en la primera variable v Lipschitziana en la segunda variable v ¢ es Lipschitziana
en la primera y continua en la segunda variable. Consecuentemente podemos notar que los sistemas
(1.7) — (1.8) v (1,9) — (1.10) son casos particulares del sistema propuesto (1,1) — (1,2)

En este trabajo, probaremos la existencia local v la propiedad de explosion de soluciones del problema
(1.1) — (1.6) en un dominio acotado 2 en R”, cuando f; (s,7), i = 1,2, son funciones reales no lineales
continuamente diferenciables para (s,r) € R®. En primer lugar, probaremos la existencia de una
solucion local, utilizando el método de Faedo-Galerkin y argumentos de la proveccion, compacidad
v monotonicidad. En segundo lugar, obtendremos la explosion de soluciones en tiempo finito. con
energia inicial negativa, nula v positiva restringida, empleando el método directo desarrollado por Li
v Tsai [6]. Asimismo, daremos las estimativas para el tiempo finito de explosion. En la discusion del
problema. emplearemos las estrategias y herramientas inspiradas en los trabajos de Li y Tsai [6], Lima,
Lourédo y Marinho [7], Wu y Tsai [17] y Quispe Méndez [11 — 14].

2. Preliminares

En esta seccion presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostracion, los cuales
seran usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea £ un conjunto abierto v acotado de R" con frontera suficientemente regular 9€). Denotamos el
producto interno y la norma de L?(Q) y L? (Q), con (.,.) v | .| p: Tespectivamente, para 1 < p < oo.
Ademas ((.,.)) v |||, denotaran el producto interno y la norma de H{ (), donde ((u,v)) =
J(, Vu(z).Vo(r)dz. En el espacio de Sobolev I‘V(}‘p () usamos la norma

. 1
lully, = (/“ |Vu(;z‘)”dm) -
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Sea X un espacio de Banach. T v p niimeros reales tales que 0 < T < oc v 1 < p < oc. Representamos
con LP (0.7: X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales v : 0,7 — X medibles con
[ ( € LP(0,T). dotado de la norma

- pe

1
T »
el = ([ Tu@ler)"s 150 <
Jo
HUHL""-(U,T;.\') = sup essflu(t)]y , p=
0<t<T

Similarmente, cuando 0 < T < oc, representamos con C ([0, 7]; X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [0.77] — X, dotado de la norma

lulleqoryxy = sup llu(@lly -
0<I<T

Denotamos w' 1= % w' = -‘2—% vy w(t) (z) == w(a,t).

Hipotesis. Imponemos sobre las funciones reales fi (r,s) v fo (7, ) las siguientes condiciones:

(H1) f; € C*(R?), i = 1,2, y para cada (u,v) € H} (Q) x H} (), tenemos ufy (u,v) + v fy (u,v) €
LY Q) v F (u,v) € LY(Q). donde

Flun)= [0?1 fi(&.v)dE+ 0“ f2(0.€) d¢

H?2) Existe una constante positiva K tal que
I 1
lfi ('?", S)l S I{' (E?_Ec\w}-l + lstﬁﬁ-l) )

para cada (ry,s1).(r2.82) € R% i = 1,2, donde £3= 2<a,8< ﬁ paral <p<nda, B>

3’5—2 para 1 < n < p: para ambos casos 2 (a+ 1) > 2 (B+1)>p62(a+1)>2(3+1)>p.
(H3) 5t ()f‘ (r8) = %fi (r,s), para cada (r,s) € R2
(H4) Existe una constante positiva v > P%z tal que

rfi(r.s)+sfa(r,s) 222y+1)F (r,8),

para cada (r,s) € R?, donde F (r.s) es la funcion dada en (H1).

Lema 2.1. ([16]). El operador p-Laplaciano se define por

A, WP () = Wla(Q)

w — —pr

P .

donde Apw = div ([V'L.UF’_2 Vu.‘). p>2, 1—13 + é =1, y tiene las siquientes propiedades:
(i) —=A, es mondtono, acotado, coercivo y hemicontinuo.

(1) ((”Ap)”:u)l,_.r[,-—l.q(g))xu.'ehl’(g‘z) = llull?p

(":'f:"i} ((_A;v) ( ) u (t )w La(Q)x W (1 Py T El% ”“‘(t)“ip'

(1) I(=Ap) ul

' =1 ; it
w-la() < Clully,". para alguna constante C > 0.
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Lema 2.2 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [1]). i1 < ¢ < ;”’_1'—}) para 1 <p<ndl<qg<oc
para 1 < n < p, entonces existe una constante positiva By tal que

ul, < By [lully, . Yu € WgP ().

Lema 2.3 (Desigualdad Generalizada de Gronwall [10]). Sea f

g 10,00 = 0. 00| continua y no decreciente y sea C' una constante positiva. Si

0,00[ = [0.[ continua,
4
rosce |

g(fis))ds, 0<t <
Jo

entonces,

TR 2T €%, 0Lt 5T,

para cualquier nimero fijo Ty < G (20), donde

-
1
G(r):= / ——ds, para T > C.
Jo g(s)

Ademds, si G (20) = oo, entonces

f(t) < G7X(t), para todo t > 0.

Lema 2.4 ([6]). Sea v > 0 y sea B € C?([0,¢[) una funcién no negativa que satisface

B"(t)—4(v+1)B' () +4(v+1)B(t) > 0.

Si B'(0) > roB(0) + Ky, entonces B’ (t) > Ky, para t > 0, donde Kq es una constante y

rei=2(7+1)-2y/(v+ 1)y

es la menor raiz de la ecuacion cuadrdticar® —4(y+ 1)r+4(y+1)=0

Lema 2.5 ([6]). Si J(t) es una funcién no creciente en [tg,00[, tg > 0 y satisface la inecuacion
diferencial

! 2 241
[V #®)]  =a+b[J®)])7, parat>t.
donde a > 0, v > 0 y b € R, entonces existe un nimero real positivo T, tal que 1im J(t) = 0 y una

t—T,
cota superior de T, puede ser estimado respectivamente, en los siquientes casos:

(1) Sib< 0y J(ty) < min{l,,/f—b}, entonces

1 b
Ty <tg+ In

v-b \/_'Ib*J(tu)

(i1) Sib=0, enlonces




74 Existencia local y no existencia global

(121) Si b > 0. entonces

J (ta)
T. <
T Ja
m # ‘}"C ane - _%
L<to+25 2 (1 1+ ¢J (to)] )3

b +3
donde ¢ := (—) ! .
a

3. Existencia Local
En esta seccion, discutiremos la existencia de la solucién local del problema (1,1) — (1,6), usando el

método de Faedo-Galerkin. Asi mismo, serdn usados los argumentos de la proyvecciéon. compacidad v
monotonicidad.

Definicién 3.1. Un par de funciones u,v : © x [0,T[ — R satisfaciendo

u,v € L% (o._Tn; wke (Q)) :
o v € L? (0, To; HE (),
" € L2 (0, To; W14 (),

es llamada una solucién (débil) del problema (1,1) — (1,6), si verifican las condiciones (1.3) — (1.6) v
para todo w € H"'Ul‘p (£2), se cumplen las igualdades:

W — Aju— Ad' = fy (w,v) en L2(0,T:W~=17(Q)),
v — App— AY = f(u.v) en i# (O,T;H"_]ﬂ (Q)) .

donde p~! +¢71 = 1.

Teorema 3.2 (Existencia Local). Supongamos que las funciones fi y fo satisfacen la hipdtesis (H2).
Si ug.vg € T"I"'ﬂ] P(Q) y up, v € L? (), entonces existe Ty > 0 tal que el problema (1.1) — (1,6) tiene
una solucion (w,v) en la close

u,v € L (0, Ty Wg? ()
W o € D (0, To; L2 () 1 L2 (0, To; Hi (92))
o’ " e L2 (0,Tp; W19 (Q)),

donde p~! 4+ ¢! = 1.

Demostraciéon. Procedemos en cinco etapas:

Soluciones Aproximadas. Sear > n (% - :Ul-) +1. Entonces Hjj (£2) es un espacio de Hilbert separable
: i 5 o e : = . . ; :
tal que la inmersion Hj (2) = W," (Q) es continua y densa. En Hj (). existe una base hilbertiana
2 . . .
ortonormal completa {wy, } ren €n L° (). Consideremos Vi, = [wi.wa, ...,wn] €l subespacio de H{ (£2)
generado por los primeros m vectores wy, wa, ..., wy, de {”L’k}kEN También tenemos la siguiente cadena
de inmersiones continuas v densas

Hi () = WP (Q) = L2 (Q) > W (Q) = H (), (3.1)

donde p~! 4 ¢~! = 1. Consideremos

m i

U (?L) = Z Tj'm (T) (JLFJ, Um (f) = Z S_Ji'n] (t) wln.

i=1 j=1
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las soluciones aproximadas en V,, del problema (1,1) — (1,6), donde las funciones 7y, (£), 8jm (t)
= 1.2.....m. son determinacdas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para

we Vpy

(’Um ( ) L[‘) + < pum(t) H) + 1)1 (t) w ) = fl um Lm) w
(g, (8) ) + (= ;\ pUm(t), w) + ((Um. (), w)) = (f2 (um.vm) .~U> )

3.2
um (0) = ugm, ul, (0) = uim., (3.2)
Ui (O) = U0m, "--’;n (0) = Vlm.
donde
™m
1 e
Uom = Z Tojm (t) wj, Uom — up Iuerte en WP (),
m .
Um = Y Tjm (P wj, Uim — w1 fuerte en L?(Q),
i=1
Jm 3 (3-3)
Vom = 3 Sojm (t)wj, vom — vo fuerte en Wi?¥(9),
i=1

1
Vim = 2 S1jm (D wj, vim = v fuerte en L% (2)
i=1
El teorema de Carathéodory [4], nos garantiza la existencia de una solucién local (uy,. vy,) del problema
aproximado (3,2) en un intervalo [0.7T5,[. Las siguientes estimativas a priori nos perimitirin extender
la solucion (wy,. vy,) a un intervalo [0,77], con T independiente de m.

Estimativa I. Considerando w = u/,(t) en (3,2); y w = v], () en (3,2)s, resulta

1d 5 - il 2

5 dt Il b )|> * “a ““m (t)”;llj,p + ”u;n, (t)H = (fl (“m.: 'Um) y ‘u;n> s (31)

1d 1d ; 2 7

2 if 1 ‘m |2 E “'Ufn (t)”;tljp o “'Um, (f)” = <f2 (Hm, ‘l;‘m) .‘Um) : (35)
Sumando (3.4) v (3.5). obtenemos

d(_ifE(f) = (fl (um.- vm) :'u;n(t» + (f? (uma 'U-m,) ,'l’;n(t» s (3.6)
donde
1 1 1 o
E(f) = 5 1 Uy t)'z jtm (t |2 |“m (t)lii'p 5 ”Um (t)Hl.p

s [l lPas+ [ o
0 0

Ahora. usando la hipotesis (H2). la desigualdad de Hélder, la desigualdad ab <
desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

b=

(a —I—bz) v la

(Fi s ) () S [ 111t 2200 2, 0) 1)
< K [ [l @ 4 o 00 fay 1)
< K [|um BISEL 1) + lem (5L, ] |l (2)],
< 1 [lum (O5aty) + lom O35 11) + @]
< Ca[lum O™ + fom (RS + [, (0)]3]
Es decir se tiene
(i (V) s (8)) < C [l (35 + fom (O3 ™ + [ (03] (3.7)

donde 2(a +1),2(8 +1) < ;2. Similarmente, se obtiene
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<f2 (% Um) » 2 m( )) <Gy “um( !2(n+1) + |'Um( )Il L o i%(f)ﬁ} 3 (3.8)

Sustituyendo (3.7) — (3.8) en (3.6) y utilizando (3,3), obtenemos

ot 2!(\:-11} 2(8+1)
em () £ C3 +C3 / [Vm "o(s) +em” (5’) + ©m (")J ds, (3.9)
40
donde
2 2 ] ]
¥m (f) i luin (t) |Q + |v‘.{n (t)|g + ”um (t)“IlJp + HUW (t‘)”}]?,p

t ‘ t
+ L [t ()| ds + + /0 [, ()| ds.

o 2(a+1 3+1
Consideremos que (”‘ ) > ( 22 > 1y definamos la funcion

T ds
G (T) S / 2(a+1) 2(8+1) » para. T 2 C."I-
Csg 72 48 » +s

Entonces

G(x0) < :

— 2((\1-1)_['

2(a+1) 7
( r 1) C3
Por esta relacion v utilizando la desigualdad generalizada de Gronwall, de (3.9). existe un ntunero

Ty € {0.G (=) v una constante g > 0, independientes de m, tal que

[lm (t) Hrf,p + [lvm (t)”;‘ljp < Ky, (3.10)
[t (£)15 + [, (£)]5 < Ko, (3.11)
t ) o _
/ | (s)”z ds + / w0, (.s)”zds < Ky, (3.12)
Jo Jo

para todo t € [0,7p] ¥ para todo m € N.
Por el Lema 2.1(iv) v (3,10), existe una constante I{y > 0, independiente de m, tal que

[(=Ap) um (t)“w—l-q(gj + [[(=2p) v () |-, a(Q) < K, (3.13)

para todo t € [0, Tp] v para todo m € N, donde p~! + ¢~1 = 1. También aplicando la hipdtesis (H2), la
desigualdacd de Sobolev-Poincaré y (3,10), existe una constante Ky > 0, independiente de m, tal que

|1 (om (8) s 0 ()12 + |2 (2t (8) , vm ()3 < K2, (3.14)

para todo t € [0,T5] y para todo m € N.

Estimativa II. Mostraremos que las sucesiones {up}nen ¥ {titmen son acotadas en
L>(0.To: H" (). Sea B, : L*(Q) — V, < L?(R). el operador proyeccion en L2 (Q),
definido por

m
P (h) = Z (h, wi) wj.
j=1
Observar que tiene las siguientes propiedades: P, € £ (L?(Q)), Py = P, donde P7, es el operador

adjunto de Py, P € L(H (Q)) ¥ P (w) = w, para todo w € V,,,.
Abora, de la ecuacion aproximada (3,2); v por la cadena de inmersiones (3,1), tenemos

{um (t) — Aptm(t) — Ar), (£) = f1 (¥m, Um) , W )H_,(S)an ey = 0
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para todo w € V,,. De esta igualdad. aplicando las propiedades P, = P}, v P, (w) = a. para todo
w € V. resulta

Py (un, (8) — Apum(t) — Augy, (2) = f1 (Um, vm)) =0

en Vi, Aplicando el teorema de extension de Hahn-Banach, se tiene
P* ( L, (t ) A-pum(f A?.Im ) .f] (ums’t’m)) =0

m

eu H (Q). De aqui, por la linealidad de Py, v uj, (t) € Vi, resulta
U (t) = =P, (—Qpum(t)) — Pr, (‘Aulm(t')) + P, (f1 (um, vm))

en H=7(Q). Por consiguiente

Hum ”H 0) S ”R}:r(( A )“m f))”[{ r(Q)+H m ) m(f “HH(Q))

. (3.15)
1 H-Pm fl (Um,t'm))“}_{-r{g)

Desde que P,, € L (H} (2)), resulta P}, € L(H™"(Q)). Por la inmersion W~19(Q) — H™"(Q)
v (3.13). se obtiene P, € L (W11 (Q),H™"(Q)) vy

T

H m ( ]')) Hf?l(t))“ﬂ'* (Q) S Cl H(_Ap) 'u'm,(t)”‘{:—'l,q(n) (316)
Cs.
Por Pt € L(H™(Q). la inmersion H1(Q) < H(Q) y (3,12), se obtiene P! &

m

LHYQ).H™Q)y

IN

-f 1
* 2 ;
/(}“Pm ((_A)um ||H Q)d-"' < A“(_A)H;H(S)HH“‘](Q)ds
t
& 02/ ||-u,;n(.s)”2ds (3.17)
/0
< G
Ahora, acotemos el término [P (fi (u,n (), vm ()l g-r(r)- Desde que Pj € L(H"(Q)),
L2(Q) — WwWhe@Q) — HT(Q) y (3,14), se obtiene Py € L(L2(N).HT(N) vy
1P (f1 (2ms o))l H="(§2) < Cilfi (umsvm)ly
< C. (3.18)

Similarmente. también se obtienen las acotaciones para {v};, },,, - Por tanto, sustituyendo (3,16), (3,17)
v (3.18) en (3.15), se obtiene una constante K3 > 0, independiente de m, tal que

ot
/U [

para todo ¢ € [0, Tp] v para todo m € N,

; t
)31y 45 + /O llom (S)H?fr-rm} ds < Ky, (3.19)

Pasaje al limite. De las estimativas (3,10) —(3.12), existen subsucesiones {w, }, {ul} v {u”} de {u,,}.
{u! } v {ull }. vespectivamente, tales que
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i, Sy en Lx(o To) : WP (2 .))
(
0.

ul, B ol en Le= (][0, 1()} L (Q E,
u{} — g en L?(0,Tp; H} (Q)), (3.20)
wh — u” en L%2(0.Ty;H *r (Q ¥

)

(A u, = x1 en L% (0,Tp; W—19(Q)),

v en L ([0, T] s W ? (@)

v, = en L*=([0.To): L? (),

v, — o en L2(0.7y: H} (). (3.21)
v = en L2(0,Ty: H (),

(=Ap)vy = x2 en L (0,To; W-19(Q)),

«

Desde que se cumplen las inmersiones W, 7 () L* (), L™= (U, To; Wy P (Q)) —
L2 (()._ To: I—'I"},l‘:" ( Q)) v L>(0,To; L? (2)) — L2 (0,To: L* (). aplicando el lema de compacidad de
Lions-Aubin, de (3,10) v (3,12). resultan

w, —u en L2 ([0.T9]; L?(Q)),

3.22
v, —v en L?([0,Tp]; L?(Q)), (3.22)
N
uy —u ctp.en Qx[0,7p]. (3.23)
vy = v ctpoen §x[0,Tp]. e
Usando (3.14) v (3,23) vemos que
To N Th
[ 1o @Bde+ [ 1000 @B <C (3.21)
v
f (u'rle'UJJ) - fi (u.,'u) ctp.en X [O: Tﬂ] : . (3 95)
fo(up.vy) = fa(u,v) ctp.en Qx|[0,Tp. -
Por (3.24) — (3,25) vy el lema de Lions, se deduce que
fi (. v,) = fi(wv) en L? ({(}. To]; L? (Q)) , (3.26)

fo(up,v,) = fo(u,v) en L2 ([0, To) 12 (Q)) :

De las convergencias (3,20) — (3.21) y (3.26) por pasaje al limite en la ecuacién aproximada (3.2),
resulta
d

= (v (t),w) + (x1(t). w) + (&' (£) .w)) = (fi(u(t).v()),w).
d

= (0 (1), ) + Gl o) + (7 (0.0) = (f2®),v),w),

para todo w € W}:‘p (€2), en el sentido de las distribuciones D' (0,7). De aqui se obtiene

W+ x1—Au = fi (wv) en D (Qx(0,Tv)), (3.27)
Vb xa = A = fo(uv) en D (@x (0.Ty)). |

Como se cumplen (—A)'u..'. (=A)v € L2(0,To; HY () fi.fa € L2([0,T0), L2 (2)): x1.x2 €
L> (0, To: W=19(Q)) — L? (0. Tp: W=11(Q)) ¥ de las inmersiones continuas

Wa? (@) o Hy (@) = L2 (@) = H™ (@) = WH1(@),
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resulta v, 0" € L2 (0, To: W17 (2)). Por tanto. de (3,27) se obtiene

" +x1 — Au' = fi (u,v) en L2 (0. Tp: W12 (9)) . (3.28)
v +x2 — AV = fo(u,v) en L2 (0.Tp; W14 (). o

Probemos que x; = (—=A,)u y x2 = (=4,) v. Sea A:= —A,. Tomando m =v y w =, en (3,2),
e integrando sobre [0, t], obtenemos

[’(Auu( wis))ds = [cfl(uy(}z.x ) () d
JO

1 p
) [l (2 )“ T ”“()v”
Por (3.3);. (3.3)5. (3.20),. (3.20)5 v (3,20)4. resulta
of nt o
/ (up (3),un(s))ds = (u, (t),un(t)) — (wiy, voy) — / |luy, (s)], ds
Jo Jo -
t y 1
= (W () u(t) — (w1,u) — / ‘u' (s)|§ds (3.30)
JQ
i
= f (u” (s),u(s))ds.
0
También por W’hj () — L2 (). (3,20);. (3.21); y (3.26);. se obtiene
u, (1) = u(t) en L2(Q),
v, (1) = v(t) en L*(Q)
4\'
(1 (o (2) 0w (8)) v () = (1 (w () 0 () (8)). (3:31)
para c.t.p. t € [0,Ty]. Por hipotesis (H2), ﬂ"}}’p (1) = L2 (). (3,10) y (3,14), resulta
|(f1 (uw (8) v () s (8))] < |1 (s (2) 0 (1)) e (1)1 (3.32)
< G,

para t € [0.Tp]. De (3.31). (3.32) y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue. resulta

/{; (1 (u (5) 0 () 2 () ds = U" (f1(u(s) . v(s)).u(s))ds. (3.33)

para t € [0. Ty]. Por pasaje al limite en (3.29). haciendo nso de ( 3.3)1. (3.20)1, ( 3.30) . (3.33) ¥ (3.28);,

obtenenos
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t t
lim sup [ (Au,(s),u,(s)yds < / lim sup {(Au,(s), u,(s)) ds
0 3

P3O0 o Voo

t
[ i w0 ) ds
- /t (u (), ul(s)) ds (3.34)

S T @I + 5 ol

Il

¢
[ (x1(s), u(s)) ds.
Jo

Para cada w € L2 (0, Th: T'I"UIJ) (Q)). definamos la funcion

¢
Py, (t) = /[} (Auy, (s) — Aw(s),u,(s) — w(s))ds, para t € [0,Tp).

Por la monotonia del operador A, ¥ (t) > 0, para t € [0, Tg|. Por (3,34). (3,20), v (3,20), resulta

0 < lim supe, (t)
b0

t
< lim sup (Au,(s) — Aw(s), u,(s) — w(s)) ds

Jo V—0C

t
A secla) —Aule)iile)— wila)ds, (3.35)

I

Escogiendo w = u — Az en (3,35), donde A > 0, z € L? (0., To; an iE (O)) se tiene

t
/0 (x1(s) — A(u(s) — Az (s)).z(s))ds > 0.

Desde que A es un operador hemicontinuo y haciendo tender A — 0, conseguimos
. ,
/ (x1(8) — Au(s), z(s)) ds > 0, para todo z € I? (U,TU; H/'J’p (Q}) .
Jo

De aqui resulta y1 = Au. Del mismo modo se obtiene x2 = Av.
Los datos iniciales se verifican de modo estandar.
Esto concluye la demostracion del Teorema 3.2. ]

4. Explosion de Soluciones

En esta seccion, discutiremos la propiedad de explosion de soluciones en tiempo finito del problema
(1.1)-(1.6). En la discusién usaremos el método directo, utilizado por Li y Tsai [6].

Definicién 4.1. Una solucién (u,v) del problema (1,1) — (1,6) es llamada explosion si existe un
nmero finito 7y tal que

lim / (IVu (z,t)|* + |V (;r,t)|2) dx = cc.
=10 JQ
Definicién 4.2. La funcién energia F (t) del problema (1.1)-( 1.6) se define por
RS N (TP Nt 1r. P , p
B@) : =5 W OF+ Y OF] + [l @I, + o @I,

- / Fu(z.t),v(x.t))dx,
JQ
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para t > (). donde

o= [ fiender [ no.ods

Lema 4.3. Supongamaos que se cumplen las hipdtesis (H1)—(H3). Si (u,v) es una solucidn del problema
(1.1)-( 1.6) con datos iniciales ug. vg € T'V(')L‘p () y uy, vy € L2 (Q), entonces

1. ;
E(t) + [ “Iu' ()] + |[f,=’(s)||3] ds = E(0), (4.1)
Jo
para t > 0, donde E (0) es la energia inicial definida por

E{Q) : =

b | =

; 1
2
5 [l + oul3 ] + = [loll?, + ol

- [) Fug (z) vy (x)) de.

Demostracion. Multiplicando a la ecuacién (1.1) por @’ y a la ecuacién (1.2) por v/, sumando estos
resultados. integrando sobre €. utilizando el teorema de la Divergencia, el Lema 2.1. (H1) y (H3
obtenemos

E @)+ [l @l + Il @] =o.

De aqui. se obtiene el resultado. E

Definicion 4.4. Para una solucién (u, v) del problema (1.1)-( 1.6) definimos la funcién explosion

Alt) == [E‘“- B3+ v (i)ll] [ {!lu (I + e ()] ] ds. para t > 0. (4.2)

Lema 4.5. Supongamos que se cumplen las hipdtesis (H1)—(H4). Si (u.v) es una solucion del problema
(1.1) = (1,6) con datos iniciales ug,vo € H} () N H?(Q) y wy, vy € L (Q), entonces

A =40+ ) [l O + 1 0

(43)
/ [“u |+l )| ]db] > —4(2v+1)E(0),
para t > 0, donde ~ es la constante dada en (H4).
Demostracion. Por diferenciacion de (4,2). se tiene
A ) =2[( ©) . u (@) + (' ©),0®)] + [l @I + o O] =

Luego diferenciando (4.4) . utilizando las ecuaciones (1.1) -( 1.2) vy el teorema de la Divergencia, se
obtiene

arw) = 2[ju f+ [ O] -2 [ln @, + I ©1F,] (4.5)
+2[(fr (u(t) v (1)), u () + (f2 (u (f)-‘f-'(-))-'l’ (1)) ]
De ( 4.5) y (4.1), resulta
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A (£) — 4 (v +1) [wm@ + o' ()2
+ fo [Ilu (I + v/ (S)IIQ] dS} =—4(2v+1)E(0)

+2 4y +2-p) [l ®)IF, + o () ffﬂ,,] 40
+ 2 [, [ufi(u,v) + vfa(u,v) — ( y I}F('u.. v) | dz
+ 47 [ fo I (P ds + [y 1" (5)
Empleando las hipotesis (H1) y (H4), y utilizando ( 4.6), se obtiene la relacion (4.3) . B

Lema 4.6. Supongamos gque se cumplen las hipdtesis (H1) — (H4). Si (u.v) es una solucion del
problema (1.1) — (1,6) con datos iniciales ug, vo € I"L"ﬂl'p () y uy.v1 € L?(Q). y satisfaciendo una de
las siguientes condiciones: '

(i) E(0) <0,
(ii) E(0)=0 y A (0) > Ko,

. K
'.‘.. - ; l s
(i41) E(0)>0 y A'(0) > reo A(0)+—4(7+ 0 + Ky,
donde
Ko = |Juol* + [lool? (4.7)
A(0) := [uol3 +lvol3 , A’ (0) =2 [(u1,up) + (v1,0)] + Ko,
Ky = 4(2";’ + 1)5(0) +4 (“}‘ + 1) Ky,

re:=2(y+1) =2y (v+1)7,
entonces

A’ (t) > Ko, parat > ty, (4.8)

donde to := max {I(%%%(T)U} en el caso (i) y to:=0 en los casos (ii) y (iii).

Demostracion. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energia inicial E (0).
(1) Si E(0) <0, de (4.3), se tiene

A" (t) > —4(2y + 1) E(0)

e integrando, resulta
A@#)>A(0)-4(2y+1)E(0)¢t, para t>0.
Considerando A’ (0) — Ko —4 (2 + 1) E(0)t > 0, se obtiene
A (t) » Ky, para t > tq,
donde

e s S _AUO—Ko
to 1= max { (1+27)E(0) U}

(1) Si E(0) =0, de (4,3), se tiene :
A!f (t) 2 O

¢ integrando, resulta

A'(t) > A (0), para t>0.
Considerando A’ (0) — Ko > 0, se obtiene
A'(t) > Ky, parat>0.

(i7i) Para E(0) > 0. Primero notemos que se cumple



t
2 [ (' (), w(s) ds = o O = ol (49)
J0

Usando la desigualdad de Hélder en ( 4.9), se obtiene

0 t
w 2 woll? w(s)|? ds w' (s . 5. 4.10
o IF < ol + [ o @ ds+ [ [l )] d (110)

Nuevamente usando la designaldad de Holder en ( 4.4) y por (4.10), resulta

A < AQ+Ko+[[w O+ [ )]

(4.11)
s T 2 ' 2
+ (Il @I+ 1! ] s
De (4.3) v (4.11), obtenemos
A"t)—4(v+ DA () +4(v+ 1) A@) + K1 >0,

donde

Ki=42y+1)E0)+4(y+1) Ky
Definamos la funcion K

) == A(t) + ——, parat> 0.

B(t) ()+4(-},+1)’ para t > 0
Considerando B' (0) > 7B (0) + Kjy, la funcion B satisface las condiciones del Lema 2.4. Asf se tiene
A" () > Ky, para t > 0. Con esto se concluye la prueba del Lema 4.6. |

Definicién 4.7. Para las estimativas del tiempo finito de la funcién explosion A (¢), definamos la
funcién
J(t):=[A(t)+ (T1—t)Ko]™", parate€ [0,T], (4.12)

donde T} es una coustante positiva que se determina posteriormente y v es la constante dada en (H4).

Teorema 4.8 (Explosion de Soluciones). Supongamos que se cumplen las hipotesis (H1)— (H4). Si
(u.v) es una solucion del problema (1,1) — (1,6) con datos iniciales ug. vy € ‘W[,l’p () y uy, v € L2(Q),
y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(z) E£(0) <0,
(i) E(0)=0 y A'(0) > Ko,

[4' (0) — Ko)?
8[A(0) + T1 K]

Ky
4(v+1)

(1) 0 < E(0) < y A'(0) >ry [A(0)+ + Ky ,

entonces (u.v) es una solucion explosion en tiempo finito Ty. Ademds el tiempo finito T, es estimado,
en el caso (1),

I (to)
T <ty — A 4,13
Ademds, si J (tp) < min {1, 4 /_ib}, entonces
(
1 b
T <tog+ In ) (4.14)

v=b 2 — J (to)
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En el caso (ii),

: J (to) _
< 4.1!
T* ~ f(] J" (f(’) (4 1 J)
0
J(t ,
T. <ty+ % (4.16)
En el caso (iii)
T, £ I (to) (4.17)
va
9]
3v+1 e 1
T € 1 2 ™ -— — |1 2 B K
T, <tg+27 \/(_1{1 [1+ cJ (t0)] 2 } (1.18)
2 242 [r 4 -2 = 2 b\ 7+
donde a := v [J (tp)]~ [[—1 (tg) — Ko|* —8E (0) [J (to)] ™ } b=8vE0)y c:=1(- ;
(4]
En el caso (i), tp:= max {1(111{2”%1?!{:1)0} y to:=0 en los casos (it) y (iii).
Demostracion. Por diferenciacion de (4,12), resulta
J(t) = =7 [T @17 [4' (1) - Ko) (4.19)
y
J"0) = -y OV (@), (4.20)
donde .
V(£) = A () [A () + (T — ) Ko] — (v + 1) [A' (8) - K],
4 2 4 4
Utilizando la desigualdad (Z a.,-b.;) = (Z af) (Z bf), (4,9) v la desigualdad de Hélder, de (4.4).
i=1 i=1 i=1
resulta P :
(A1) - Ko)® < 4[A() + (T - Kol [« (0] + [/ ()] o
t: S. &
2 2
+f[wagm+”w@m4@]
0
De (4.20) v (4.21). se tiene
T < O K (2), | (4.22)

donde

K() © =4"() -4+ 1) [l O+ 0
k ’ 2 ’ 2
Y (s Is| .
o [ [l @+ o 613 ]
Por (4.3) v (4.22), resulta

T (£) < 4y (29 + 1) E(0) [F(B)]7 1, para t > t. (4.23)



De (4.8) v (4.19), se tiene

J'(t) < 0, para t > tg. (4.24)

Multiplicando (4,23) por J' (t) y luego integrando de ty a ¢. se obtiene

(7 (0] = a+b[J (). para t > to. i)
donde
a:=[J(to)]” = 8¥2E (0) [J (to) ]_+9
2 [J (t)]5 2 [{A’{fu ~ Ko? =8B (0) [J (t0)] 7 |
v

bi=8~+E(0).

[A' (t0) — Ko)?
8 {A {t()) -+ (T1 — t()) Ii—[]] ’
El caso particular en el que £ (0) < 0. por (4.23) v (4.24), se obtiene directamente lim J(t) =0
t—To
v la estimativa (4,13) para el tiempo finito 7. Para los demds casos. por (4,24) y (4.25). la funcion J

satisface las condiciones del Lema 2.5, Entonces existe un tiempo finito T, tal que lim J(t) =0y la
N

cota superior para T son estimadas respectivamente, de acuerdo al signo de la energia inicial £ (0).

Observemos que a > 0 si, v sélo si. E(0) <

Observemos que las estimativas (4,15) y (4,16) son equivalentes, es decir Va = —.J' {tg). ’

Desde que Iim J(t) = 0, se tiene
[a
lim A(t) =

t—T,

De aqui v la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se deduce

lim_[lu (0)] + [0 (4)]] =

=T,

Con todo esto se concluve la demostracion del Teorema 4.8. |

Observacion 4.9. La eleccion de la constante positiva 77 en (4.12) se consige con algunas
consideraciones. Las discusiones son similares como en [14]. Omitimos los detalles.
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