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EXISTENCIA LOCAL Y NO EXISTENCIA GLOBAL PARA UN SISTEMA DE
ECUACIONES DE ONDA NO LINEAL CON OPERADOR p-LAPLACIANO

Teófanes Quispe Méruiez, Yolaruia Santiago Asjala", Félix Por-cono. Vilca:l

Resumen: Consideramos un problema mixto para un sistema de ecuaciones de onda
no lineal con operador p- Laplaciano y con término disipativo fuerte. Probamos la
existencia local de soluciones por el método de Galerkin y la explosión de soluciones por
el método de la energía. Damos algunas estimativas para el tiempo de vida de las soluciones.

Palabras Claves: Solución local, Método de Calerkin, Explosión de soluciones, Sistema
de ecuaciones de onda con Operador p-Laplaciano.

LOCAL EXISTENCE AND GLOBAL NONEXISTENCE FOR A SYSTE?lif OF
NONLINEAR WAVE EQUATIONS WITH p-LAPLACIAN OPERATOR

Abstract: \Ve consider a mixed problern for a systern 01' nonlinear wave equations with
p-Laplaciau operator and with dissipative strong termo \Ve preve the local existcnce 01'
solutions by Galerkin methcd and blow-up 01' solutions by the energy method. We give
sorne est.imates 1'01' the life span of solutions,

Key Words: Local solution. Calerkin method, Blow-up of solutions, System the wave
equations with p-Laplacian operator.

1. Introducción

En este artículo consideramos el problema de valores iniciales y de frontera para el si-guiente sistema
de ecuaciones de onda no lineal con operador p-Laplaciano:

u" - 6¡/¿¿ - 6ul = h (n,v) en O x ]0,00[,
v" - 6p'v - 6vl = h (tz, v) en n x ]0, oo] ,

con condiciones iniciales

u. (a., O) = '/1,0 (:1:), 'U
I (x, O) = 'UJ (:2:), en n,

v (:1;,0) = vo (x), Vi (x,O) = V1 (x), en n,

.v condiciones de frontera

u(x,t) = O, en 80 x ]0,00[,
v (x, t) = 0, en 8n x ]0, 00[,

donde n es un conjunto abierto y acotado de ]R7l con frontera suficientemente regular 8rL.6 es el
operador Laplaciano, 6p es el operador p-Laplaciano definido por

6pw := div (l\7wIP-2 \7w) ,
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con p :2':2. V es el operador gradiente, div es el operador divergencia. t. (8, r), i .=1. 2. son funciones
• J. I ' . . Iir o,, I ' '.' . '.', .' "", (, ,) 1TJ)2 ,'. - Dw . ,11 • _ [PwlE d. es !lO lIlel8;; l.OndlllHl.S pd.ld. 8. r E JN. ,7C .- ot: u. .- éit2 .

Cuando p = 2. muchos autores estudiaron desde diferentes puntos de vista el sistema (1.1) - (1,2),
debomos mencionar: Segal [15J. que presentó el significado físico de (1.1) - (1.2): :vledeil'Os y Milla
Miranda [9], la existencia y unicidad global; Li y 'Isaí [6], la existencia, unicidad global. y explosión de
soluciones: Wu y Tsai [17], existencia local y explosión de soluciones; Quispe Méndez [1:3,14], existencia
local .Y explosión de soluciones.
Cuando P :2':2 Y 'ti. = v, la,'; ecuaciones del tipo (1.1) se utilizan para describir el movimiento de un
sólido viscoelástico (Por ejemplo, una barra si n = 1 Y una lamina si n. = 2) compuesto de un material
especial, ver referencias de Yang y Chen [18J. También se puede considerar como una ecuación que
gobierna el movimiento longitudinal de una barra viscoclástica obedeciendo el modelo de Voight. no
lineal [18J. Este tipo de modelos, fueron estudiados por muchos autores, podemos mencionar: Ma .Y
Soriano [8], Gao y Ma [5], Yang y Chen [18], Quispe Méndez [ll]. Ye [19], Chen, Yao y Shao [:3]y entre
otros.
Cuando p :2': 2, recientemente. Castro [2J probó la existencia de la solución global para el sistema.

11 A A, , - l. 'JP+21 JP f'u - w,pu - w, II - 1.. U tt + 1,

1)" - L:l,pV - L:l,U' = 1'1Llr+2JuIP 1) + 12 ,
(1.7)
(1.8)

donde p > -1. Lima, Lourédo y Marinho [7J probaron la existencia de una solución local para. el
sistema

u" - L:l,pU - L:l,U' + f (u, v) u = h1 ,

u" - L:l,pV - L:l,v' + 9 (1L, v) '1.' = h2,
(1.9)

(1.10)

donde f es continua en la primera variable y Lipschitziana en la segunda variable y 9 es Lipschitziana
en la primera y continua en la. segunda variable. Consecuentemente podemos notar que los sistema,';
(1,7) - (1,8) Y (1,9) - (1)0) son casos particulares del sistema propuesto (1)) - (1,2)
En este trabajo, probaremos la existencia local y la propiedad de explosión de soluciones del problema
(1,1) - (1,6) en un dominio acotado n en IRn cuando .fi (8,7'), .¡ = 1,2, son funciones reales no lineales
continuamente diferenciables para (8, r) E IR2. En primer lugar, probaremos la existencia de una
solución local. utilizando el método de Faedo-Calerkin y argumentos de la proyección, compacidad
~. monotonioidad. En segundo lugar, obtendremos la explosión de soluciones en tiempo finito. con
energía inicial negativa. nula y positiva restringida, empleando el método directo desarrollado por Li
y Tsai [6]. Asimismo, daremos las estimativas para el tiempo finito de explosión. En la discusión del
problema. emplearemos las estrategias y herramientas inspirada ..s en los trabajos de Li y Tsai [6], Lima,
Lourédo y Marinho [7], Wu y Tsai [17] y Quispe Méndez [11 - 14].

2. Preliminares

En esta. sección presentamos algunas notaciones, conceptos y resultados sin demostración, los cuales
serán usados en el desarrollo del presente trabajo.

Sea n un conjunto abierto y acotado de IR" con frontera suficientemente regular Dn. Denotamos el
producto interno y la norma de L2 (n) y DI (n), con (.,.) :v 1 . Ip' respectivamente, para 1 :S p :S oo.
Además ((., .)) y 11.11, denotaran el producto interno y la norma de HJ (n), donde (('(L,'v)) :=
J~lvv(:r).vv(:r:)dx. En el espacio de Sobolev TV(;,]J (O) usamos la norma

.1

Ilull1.);= ((' Iv'u(xWd:C)p
J .Jn
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Sea X un espacio de Banach, T y p números reales tales que O < T S 00 y 1 S p S oo. Representamos
con L!' (O.T; X) al espacio de Banach de las funciones vectoriales 1L : ]0, T[ --i> )( mediblcs con
Ilv (t)llx E L!' (O, T), dotado de la norma

T 1.

Ilullu(O,T:X):= (j; 111L(t)II:-\dt) p 1SP < 00,

IluIILX(O,T:X):= sup ess lit¿(t) Ilx ' p = oo.
. O<I<T

Similarmcntc, cuando O < T < 00, representamos con e ([O,T] ;X) al espacio de Banach de las
funciones continuas u : [O, T] --i> X, dotado de la norma

II'ullc([O.Tj:X):= sup 111t(t)llx
,. O:S;t:S;T

Denotamos ui' := ~¡r,ui" := ~ y u: (1) (:r) := w (:r. t).

Hipótesis. Imponemos sobre las [unciones reales h (1',8) Y 12 (T,.5) la..s siguientes condiciones:

(Hl) I, E el (~2), -i = J, 2, Y para cada (u,v) E HÓ (O) x HÓ (O), tenemos uh (u.v) + vh (u,v) E
U(O) y F (1L,v) E U(O), donde

F(1L,'U):= /"f¡((v)d(+ /" 12 (O.t;)cl(.lo .lo
(H2) Existe una constante positiva J{ tal que

para cada (1'], sd , ('/"2, 82) E ~2, i = 1,2, donde 1';2 S a, ¡3S n(g(-;.:2J.~2P para 1 < p < n ó 0:,;3 ~

Y para 1 S n S ]J: para ambos casos 2 (C\: + 1) > 2 (B + 1) ~ p Ó 2 (o: + 1) ~ 2 (/J + 1) > ]J.

(H~3) O!I (-1' s ) - D!2 (1' e) nan ("'C'I" (1' e) E m2, as ,u - éJr ,o, t c.. ().¡ le", - o.. ~ o ~.

(H~l) Existe una. consta.nte positivav ~ p~2 tal que

rI, ('1',8) + s12 ('r, 8) ~ 2 (2'y + 1) F (1',8)

para cada (1', s) E ~2, donde F (T, 8) es la función dada en (Hl).

Lema 2.1. ([16]). El operador p-Laplacuuio se define ])01'

-!:::..p: :WOl,p (n) ~ vV-l,q (O)
'tu H -!:::"p'tu

donde !:::..pw:= div (l\7wIP-2 \7w), ]J ~ 2, ~ + i = 1, Y tiene las siguientes propiedades:

(i) -!:::..p es monótono, acotado, coerciuo y hemicontinuo.

(i'i) (( -!:::..p) u, 'U)w-¡,"(~2)XH/J,r)(n) = IluIIL)·

(úi) ((-1:::..1') u. (t), '([' (t))w-l.'¡(n)XH!(;·I'(n) = ~fk 1111 (t)llf,p-

1(iv) 11(-!:::..p)lIIIW-l,(/(n)S e IlullG, para alqutu: constante e> O.



Lema 2.2 (Desigualdad de Sobolev-Poincaré [1]). Si 1 :=; q :=; 'I:~~para 1 < p < n. ó 1 :=; q < 00

para 1 :=; TI. :=; p, entonces existe una constante posiiuxi El tal que

Lema 2.3 (Desigualdad Generalizada de Gronwall [10]). Sea f : [O,oo[ ----+ [O.oo[ continua,
9 : JCL::::o[ ----+ ]0, co [ continua y no decreciente y sea e ,(['IUl, constante posiiiua. Si

f (t) :=; e + ., (J (s) ) ds, O < t < ooJo
entonces,

pan. cualquier número fijo 1~< e (::::o), donde

[

7' 1
G (7) := -(-)dS, para 7;:::: C.

. e 9 s

Además, si G (oo) = 00, entonces

f (t) :=; C-l(t), para todo t ;::::O.

Lema 2.4 ([6]). Sea r > O Y sea E E C2 ([O,oo[) usia función no negativo. que satisjace

B" (t) - 4 (r + 1) E' (t) + 4 (r + 1) E (t) ;::::O.

Si E' (O) > T2E (O) + Ko, entonces B' (t) > J(o, para t > O, donde Ko es 1Lna constante y

1'2 ;= 2 (¡+ 1) - 2 J (¡+ 1) '"Y

es la menor rtiiz de la ecuación cuadráiica r2 - 4 ('"y + 1) r + 4 (¡, + 1) = O.

Lema 2.5 ([G]). Si J(t) es una [uncion. no creciente en [to.oo[, to ;::::O y So.!;is.fo.celo. isiecuacioti
([¡fc1'cncial

donde a > 0, " > O Y b E ]R, entonces existe 'Un número real positivo T* [al que Iím J (t) = ° y una
i~T~-

cota superior de 1~puede ser estimado respectivamente, en los siguientes casos:

(i) Si b < O Y J (to) < rnín { 1, ~} , entonces

(
'r;¡ )1 V~

T. :=; to + IT. In r;¡, .
v-b V~b-](tO)

(ú) Si b = O, entonces



74 Existencia 1ooJ.1 Y JJO oxistencia global

(iii) Si b > 0, entonces

T < J (to)
* - Va

1~ < to + 23~~

1

~ ( 1 - [1+ cJ (to) r 2; ) )

(-;;b);:¡:hdonde c:=

3. Existencia Local

En esta sección, discutiremos la existencia de la solución local del problema (1,1) - (J ,6), usando el
método de Faedo-Calerkin. Así mismo, serán usados los argumentos de la proyección, compacidad y
rnonotonicidacl.

Definición 3.1. Un par de funciones 11, v : S1 X [O, T[ ~ IR satisfaciendo

u, v E t= (0, To:wt'p (S1)) ,
1[',V' E L2 (O,Tü;HJ (O)),
'11,",1)" E L2 (O, To; H"-l,q (S1)) ,

es llamada una solución (débil) del problema (1,1) - (1,6), si verifican las condiciones (1,3) - (1,6) .Y
para. todo w E H/(~'pen), se cumplen las igualdades:

'U" - ,6,p'LL - !::::'u' = h ('U, v) en L2 (0,1'; w-1,q (S1)) ,
u" - ,6,l'v - ,6,v' = h ('U, v) en L2 (O,T; VV-I,q (S1)) ,

donde p-1 + q-l = 1.

Teorema 3.2 (Existencia Local). Supongamos 1]11,elas junciones h y 1'2 satisfacen la hipotesis (H2).
Si uo, Vo E WOl,P (S1) y U1, VI E L2 (S1), entonces existe 1'0 > ° tal que el problema (1,1) - (1,6) tiene
'11.11.0. solucioti (u, v) en la clase

u, v E t= (°,10;W5'P (S1)) ,
u': v' E t= (O,To; L2 (S1)) n L2 (0,1'0; HJ (O)) ,
1[",V" E L2 (O, I(); W-I,r¡ (O)) ,

donde p-l + «:' = 1.

Dernostración. Procedemos en cinco etapas:

Soluciones Aproximadas. Sea r > 11. (~ - i) + l. Entonces Hó (rt) es un espacio de Hilbert separable

tal que la inmersión Hó' (52) y Ti/(i'!' (n) es continua y densa. En Hé; (S1), existe una base hilbertiana
ortonormal completa {wkhEN en L2 (rt). Consideremos Vm = [Wl,W2, ... ,wm.l el subespacio de Hó' (S"2)
generado por los primeros 117, vectores Wl, W2, ... , Wm de {Wk} kE!\l' También tenemos la siguiente cadena
de inmersiones continuas y densas

(:3.1)

donde p-l + q-l = 1. Consideremos

Um (t) =L "'jm (t) Wj, 'Un¡ (t) =L8jrn (t) w).

j=1 )=1
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las soluciones aproximadas en ~n del problema (1,1) - (1,6), donde las funciones Tjm (t), Sjm (t)
j = 1,2 ..... 1TL son determinadas del siguiente problema en ecuaciones diferenciales ordinarias, para
w E 1'~n

(1L~~,(t) ,w) + (-6p1Lm(t),'Lu) + (('U:" (t) ,w)) = (h (um,vm) .w),
(V~, (t) ,'IV) + (- 6pvm( t) 'IV) + ((v;" (t) ,11')) = (12 (urn, vrn) , w) ,
'Um (O) = HOm, H~l (O) = 'Ulm.
'U'm (O) = 'UOm,) 'U';n (O) = Vlm.

donde
m

'UOrn = L 1'Ojm (t)Wj, 'UOm -+ Uo fuerte en \iV(~'p(n),
:i=l
'In

111m= L Tljm (t) Wj, Ulm -+Ul fuerte en L2 (n) ,
j=l
H1,

'1'0111,= L 30jm (t)Wj, '1'Om -+ '1'0 fuerte en TV¿']) (n),
j=1

(3.3)

'In

V1m = L 81jm (t)Wj, V1m -+ VI
.1=1

fuerte en L2 (n)

El teorema de Carathéodory [4]' nos garantiza la existencia de una solución local (Hm. vm) del problema
aproximado (3,2) en un intervalo [O.T;,,[. Las siguientes estirnativas a priori nos permitirán extender
la solución ('Um• vm) a un intervalo [O.T], con T independiente de m.

Estimativa 1. Considerando '/j) = 'u~n(t) en (3,2h y w = 1)~(t) en (3,2h, resulta

~!IU;n (t) I~+ t (~t Ilum (t) Ili,p + 111L~n(t) 112

1 d I I '12 1 el 1 )111' 11 I 1122dt 'V1n(t)2+pdt Ivm(t 1,])+ 1Im(t)
Sumando (3,4) y (3,5), obtenemos

(3.4)

(3.5)

ftE(t) = (h (um, '1'm) , 'U:n(t)) + (12 (um, 'Um) ,V~,(t)) , (3,6)
donde

_ 1 1 / ()12 1 l' / ()12 1 11 () 1)) 1 l' PE (t) - '2 v-; t 2 + '2 v.« t 2 + P Um t 11,)) + plUm (t) 111,[1

+ t 11'U~1 (s )112 de + r Ilv:'n (8) 112ds.lo lo
Ahora: usando la. hipótesis (H2). la. desigualdad de Holder, la desigualdad al! < ~ (a2 + b2) y la.
desigualdad de Sobolev-Poincaré, se obtiene

<h (um, vm) , u;n (t) ) < .~ 1 fl (l1'm (;,c) t) , Vm (x, t)) 1 I'IL~ (:r:, t) I d»

< K ( [11/.111, (x, t) 10+1+ IVm (x, t) 1í:l+1] l'U:n (:r. t) 1ln
< K [Ium (t)I~(~~1)+ IVm (t)I;~~l)] IU"n(t)12

< C1 [111m (t)I;~~:~¡+ IVm (t)l;i~:n+ Itl~l(t)I~]
< C2 [Ium. (t)li~+l) + IVm (t)li~+l) + IU~n(t)ln .

Es decir se tiene

(h (11.111,11",.) ,u;n(t)) ~ C2 [1'11m (t)li~H.1) + IVm(t)li~-I-l) + IU;n(t)I~] .

donde 2 (n + 1) )2 (,B + 1) ~':~))' Similarrnente, se obtiene

(3.7)
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(j' (, .,) J ( )) < e' [1 (t)12(a+l) l' (t)12U:i+1) 1,1 (t)12]2 11m.• Vm • Vrn t _ 2 U'm '1,p + Vm . 1,]) + Vm, 2' (3,8)

Sustituyendo (:3.7) - (3,8) en (3,6) y utilizando (3,3), obtenemos

r [ 2("+·1) 2WIl) ]

<fJm (t) :::;0\ + e:¡./o 'Pm P ( .5) + <fJm P (.5) + 'Pm (s) ds,

donde

= IU~n (t)l~ + IV';n (t)l~ + II'Um(t)lli,p + Ilum (t)llf,p

+ rtll'l1~n(8)112ds++ rIIV~t(8)112d8 .t; ./0
Consideremos que 2(H-1) > 2(f:H-l) > 1 v definamos la funciónp p - v

G (T) := r 2("+1) dS2(,Hl) , para T 2': e:j,le, 8-1'- + 8-1'- + 8

Entonces
1

G (00) :::; . 2(011) i
(2(~+1) _ 1) e:¡-I'--

Por esta relación y utilizando la desigualdad generalizada de Cronwall, de (3:9). existe un número
i; E (O. G (00)) y una constante 1(0 > O, independientes dem, tal que

Ilum,(t)lli,]) + Ilvm (t)lli,p < «;
IU;n (t)I~ + Iv;", (t)l~ < Ko,

r Ilu"" (8) 112ds + ¡t' Ilv~n (8) 112ds :::;Ko../0 ./0
para todo t E [O.Tal y para todo m E N,
Por el Lema 2,1(iv) y (:3,10), existe una constante 1(1 > O, independiente de m, tal que

(3,10)

(:3,11)

(:3.12)

(3.13)

para todo t E [O, Tol y para todo m E N: donde p-l +q-l = L También aplicando la hipótesis (H2), la
desigualdad de Sobólev-Poincaré y (3,10), existe una constante K2 > O, independiente de m, tal que

2 2Ih (v,.m, (t) , Vm (t))12 + 1.12 (Um (t) 'Vm (t))12 :::; K2•

para todo t E [O, Te)] y para todo m, E N.

Estimativa II. Mostraremos que las sucesiones {u;~}mEN y {v~JmEN son acotadas en
L= (0.1(): H:" (D)), Sea Pm : L2 (D) -7 Vrn e L2 (D), el operador proyección en L2 (D),
definido por

m,

Pm(h):= L(!l,W,i)Wj'
j=l

Observar que tiene las siguientes propiedades: P,n E L (L2 (rl)): P11l = P1~~'donde P,~)es el operador
adjunto de Pm, Prn EL (Hó (D)) y Pm (w) = w, para todo 'LV E Vrn. •
Ahora, de la ecuación aproximada (3,2lt y por la cadena de inmersiones (3,1), tenemos
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para todo 11' E Vm. De esta igualdad. aplicando las propiedades P", = P~l Y Pm (11') = '11). para todo
tu E l/m. resulta

cn\~n' Aplicando el teorema de extensión de Hahn-Banach, se tiene

e11u; (O). De aquí, por la linealidad de t; y «; (t) E Vm, resulta

en H-/' (O). Por consiguiente

11'U;~ (t) IIH-'(!1) < 11P17"(( -6p) Hm (t)) IIH-r(!1) + IIp;,, ((-6) u~n(t)) 11H-'(n)
+ IIP'~l (h (V'm, vm))IIH-7(n)

Desde que Pm E L (Ha' (O)), resulta p:n EL iH:" (0)), Por la inmersión W-l,r¡ (O) y H:" (O)
y (:3,1:3). se obtiene P'~LE L (W-l,q (O), H:" (O)) y

(3.15)

IIP'~,(( -61') v,m(t))IIH-'(!1) < Cl II(-6p) 'Um(t)IIW-l,Q(!1)

< C2,

Por P'~l E L tu: (0)), la inmersión H-l (O) y H:" (O) y (3,12), se obtiene P;, E
L (H-J (O), H:" (O)) y

(3,16)

< t' 11(-6) 'U;n(s)II~-l(n) dslo
< C2 r 11'U~L(S)112 el.')lo
< C:l'

Ahora, acotemos el término 11P:n (h (um (t) ,Vn¡ (t)))IIH-7(n)' Desde que P,~ E L (H-'/' (O)),
L2 (n) y \iV-l,'q (O) y u» (O) y (3,1-4), se obtiene P'~l E L (L2 (O) .u-r (O)) y

(3,17)

IIP,;, (h (urn, 'Um))IIH-'(!n ::; C1lh (um, vm)12
::; C4. (3.18)

Similarmente. también se obtienen las acotaciones para {v;~}mEI1I'Por tanto, sustituyendo (3)6), (3,17)
y (3.18) en (3,15), se obtiene una constante f{3 > 0, independiente de rn, tal que

t' II'u~ (s)II~I-'(Sl) ds + t Ilv~ (s)II~{-'(n) ds ::; f{,\,lo lo (3,19)

para todo t E [0,1[)] y para todo m E N.

Pasaje al límite. De las estirnativas (3,10)-(3,12), existen subsucesiones {'uv}, {'U~}'y {u~} de {v,m},
{Il;n} y {u;;,}, respectivamente, tales que



78

* Lec ([0, le)] ; l{ít~'P (O))u.; --'- ii en
I * t t= ([0,1'0]; L2 (n)) ,(/'u --'- 'U en

n;1 --'- u' en L2 (0,10; He} (0)) ,
'tl~ --'- u" en L2 (0,10; H-T (O)),

(-llp) u¿ --""Xl en yc (O, To;TrV-I,q (n)) ,

* L= ([0, lb] ;H'l'p «»)'1"11 --'- V en
, * , L= (lO, Tol ; L2 (n)) ,VI/ --' 1J en

v~ -' v' en L2 (O. lb; Hcl (0)),
v~ -' v" en L2 (O. T(¡;H-r (O)),

(-llp) '1'11 --"" X2 en L= (0,10; W-l,q (O)) ,

Existencia local ,1' no existencia global

Desde que se cumplen las inrnersiones WOl,p (n) y L2 (O), i= (O. To: TrVri'P (O)) ~

L2(o,To;1iV(~,p(Sn) y LOO(0,To;L2(n)) ~ L2(0,To;L2(n)). aplicando el Ierna de compacidad de

Lions-Aubin, de (3,10) y (3,12), resultan

n/I ----t II en L2 (lO, 1'0]; L2 (0)) ,
VII ----t v en L2 ([O, To] ; L2 (n)) ,

y
'/111 ----t u c.t.p. en O x [O, To].
VII ----t v c.t.p. en n x [O, To] .

Usando (;U4) y (:3,23) vemos que

(3.22)

(:3.2:3)

/lh lb
f Ih ('LLII (t) ,'1'11 (t))I~dt + r 112 (u/I (t) ,'1'// (t))I~ dt ::;e./0 ./0

fI (u/I,'/J/J) ----t 11 (u.v) c.t.p. en O x [O,To],
h (u/;,'/)//) ----t h (u,v) c.Lp, en n x [O,To]·

Por (3,24) - (3,25) y el lema de Lions, se deduce que

h (11.1/, /)/1) --'- fI (H, v) en L2 ([0.1()] ; L2 (O)) ,
h (11.11,VII) ----" h (H, v) en L2 ([O, le)]; L2 (0)) .

(3.24)

(3.25 )

(3,26 )

De las convergencias (3,20) - (:3.21) y (3.26) por pasaje al límite en la ecuación aproximada (3.2).
resulta

:t (v' (t), 'W) + (Xl(t), 'W) + ((11.1 (t). 'W))

~~ Cul (t) , 'W) + (X 1 (t), 'W) + (('1'1 (t) . 'W))

(h ('LL ( t) , u (t)) , 'IV) .

(h ('LL (t) , v (t)) , 'W) ,

para todo 'W E vVri'P (n), en el sentido de las distribuciones DI (O,To). De aquí se obtiene

U" + Xl - llul = .f¡ (u, 'u) en Vi (n x (O, Tü)) ,
v" + X2 -llv' = h (u,v) en DI (n x (O,1())).

COIllO se cumplen (-ll)ul, (-ll) Vi E L2 (O,To;H-1 (n)); !t,h E L2([0,To],L2(n)): XL.\':2 E
L= (O. To: W-l,q (n)) ~ L2 (O, To; W-l,q (n)) y de las inrnersiones continuas
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resulta 11",'1'" E L2 (O,7(): íV-1,Q(D)). Por tanto. de (3,27) se obtiene

u" + Xl - 6u' = I, (u, v) en L2 (0,10; W-1,1] (n)) .
v" + :\:2 - 6,1" = h (u, v) en L2 (O, To; W-1,1] (O)) .

(3.28)

Probemos que Xl = (-61') ·U. y \'2 = (-~1') v. Sea A := -~p, Tomando ni = lJ Y 11' = "11.'1 en (3,2)1
e integrando sobre [O,t], obtenemos

= 1'/ (.tI (uv(s), 7'/I(S)), Uv(8)) ds
. o

- r ("/L;~ (.5) , "/Lv ( .5)) ds.lo
1 2 1 ')-2111(/1 (t)11 + 2 Iluo/lll- .

(3.29)

/
.! (u;; (8) , 1/;/I (.5)) ds

.[)
(U;I (t) , U /1 ( t)) - (u,1u , U()v) - /' IU;/ (8) 1; ds.J() -

~ (u' (t) , u(t)) - (U1, U()) - .!a
t lu' (8) I~ds

r (u" (8), u(s)) lis.Jo

(3.:30)

También por wJ'p (D) y L2 (n). (3,20h, (3,21)1 Y (3,26h, se obtiene

u.. (t) y 'u (t) en L2 un ,
Vv (t) y v (t) en L2 (f2)

y

(h (1(1/ (t) , V/I (t)) , tl/I (t)) ~ (h (u (t) , '1) (t)) , u (t)) . (3.31)

para c.ip, t. E [O, rl()]. Por hipótesis (H2), lV(~'p(n) y L2 (n), (3,10) y (:3,14), resulta

l(fl ('U"I (t), V/I (t)) 'U/I (t))1 < Ih (-U'/I (t), V'I (t))b 1'11,/1 (t)12
< e,

para t E [O.To]. De (3,31), (3,32) Y el teorema de convergencia dominada de Lebesgue, resulta

I·t j'tCh (uv (8), VII (8)), n'l (8)) ds ~ (h (u (8), V (8)). U (8)) ds,
.0 O

(3.33)

para t E [O.Ió]. Por pasaje al límite en (:3.29). haciendo 11::>0 de ( 3.3h. (:3.20h. ( :3.:30) , (:3.:3:3) y (3.28h.
obí.enernos
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¡t' lím sup (Au,A s), H,J,)¡deJo 1/-+=

¡t (h (u(s),v(s)) ,u(s))dsJo
- ¡t (11" (s), u(s)) el"Jo
1 2 1 2-"2 Ilu (t)11 + "2lluoll

r (X1(8),'U(8)) ds.Jo
Para cada w E L2 (0, To; WOL,p (n)). definamos la función

lím sup r (Aul/(s), Uv(8)) tis <
1/-'+= Jo

it'tf;v (t) := (AU,;(.5) - A:w(s), uv(s) - w(s)¡ ds; para t E [0,1(¡J.
'o

Por la monotonía del operador A, '1/) (t) :2: 0, para t E [O,To]. Por (3,34), (3,20)1 Y (:3,20)5' resulta

° < lím sup 7~1/ (t)
1/--7-00

< rt lím sup (Au,/(s) - Aw(s), u,/(s) - w(s)) ds.lo 1/-+00

r (Xl (s) _ Aw(s), lI(S) - w(s)) ds.Jo
Escogiendo w = u - /\z en (3,35), donde /\ > O, z E L2 (0, To; W¿,p (n)), se tiene

(3.35)

.ln
t
(X1(8) - A (u(s) -.AZ (s)) ,z(s)) ds :2: O.

Desde que A es un operador hemicontinuo y haciendo tender .A-t 0, conseguimos

t (X1(8) -Au(s),z(s))ds:2: O, para todo z E L2 (O,To;vV¿,p(n)).Jo
De aquí resulta Xl = All. Del mismo modo se obtiene X2 = Av.
Los datos iniciales se verifican de modo estandar.
Esto concluye la demostración del Teorema 3.2. •
4. Explosión de Soluciones

En esta sección, discutiremos la propiedad de explosión de soluciones en tiempo finito del problema
(1.1)-(1.6). En la discusión usaremos el método directo, utilizado por Li y Tsai [6].

Definición 4.1. Una solución (u, v) del problema (1,1) - (1,6) es llamada explosión si existe un
número finito 1~tal que , i (. 2 2)lím l\7u (:r, t)1 + l\7v (x, t)1 dx = co.

i-vr; íl

Definición 4.2. La función energía E (t) del problema (1.1)-( 1.6) se define por

E (t) : = ~ [Iu' (t)l~ + Iv' (t)I~]+ ~ [II'u (t)lIi,p + IIv (t)IIi,p]

- r F ('ti (x, t), 'U (;1', t)) dx ..In
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para t ;:::O. donde

F(T,S):= rh(~.8)cl~+ rh(O,~)d~ ..10 .10

Lema 4.3. Suponqcmos que se cumplen las hipótesis (Hl)-(H3). Si (IL, v) es 'una solución del problema
( 1 , ] )- ( 1,(j) con datos inicioles uc, .1)0 E ~-vOl,P (n) y 'nJ, 1)1 E L2 (n) , entonces

E (t) + j'l [11'11' (8) 112 + 11'1/ (8) 112] ds = E (O) ,
.(J

(4.1 )

para t ;:::0, donde E (O) es la euerqia inicial definida pOT

E (O) : = ~ [IUll~ + I'U]I~] + t [IIHolI~),p+ Ilvoll~,p]

-l2 F ('uo (x). Vo (x)) da:

Demostración. Multiplicando él la ecuación (1.1) por u' 'ya la ecuación (1.2) por 1", sumando estos
resultados, integrando sobre n. utilizando el teorema de la Divergencia, el Lema 2,1. (Hl) y (H3).
obtenemos

E' (t) + [llu' (t)112 + Ilv' (t)112] = O.

De aquí. se obtiene el resultado, •
Definición 4.4. Para una solución (u, ti) del problema (1.1 )-( 1.6) definimos la función explosión

i'tA (t) := [Iu (t)I~ + Iv (t)I~] + [lIv (8)112+ IIv (8)112
] ds, para t > 0,

'o

(4.2)

Lema 4.5, Supongamos que se cumplen las hipotesis (H1)-(H4). Si en, v) es ,//,11,0 solución del problema
(1.L) - (1,6) con datos iniciales Un, Vo E H(t (n) n H2 (n) y 'lb], VI E L2 (n), entonces

A" (t) - 4h+ 1) [I'lb' (t)l~ + Iv' (t)l~

+ ,l [llu' (8)112 + Ilv' (8)112] d8] ;::: -4 (2, + 1)E (O):
(4.3)

1)(//'0· t ;:::O, donde ~t es la constante dado. en (H4).

Demostración. Por diferenciación de (4,2), se tiene

A' (t) = 2 [(u' (t), 'n (t)) + (v' (t), 'L' (t))] + [lIu (t)1I2 + Ilv (t)1I2] .
(4.4)

Luego diferenciando (4.4) , utilizando las ecuaciones (1.1) -( 1.2) .Yel teorema de la Divergencia, se
obtiene

A" (t) 2 [In' (t)l~+ Ivl(t)I~] - 2 [llu (t)lli,p + Ilv (t)llr¡¡]
+2 [(.fl (u (t) ,v (t)) , u (t)) + (h (u (t). u (t)) . u (t)) 1

(4.5)

De ( 4.5) Y (4.1), resulta
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A" (t) - 4 (,,1' + 1) [In' (t)l~ + Iv' (t)l~
t. [ 2 2]]+Io Ilv/(s)11 +llv'(8)11 ds =-4(2'"1'+1)E(0)

+ ~ (4'"1'+ 2 - p) [11v,(t)llf,p + Ilv (t)W~,p]
+ 2.fQ ['I1,h ('11" v) + vh( u. 'V) - 2 (2'1' + 1) F (v" 'u) ] dx

[
t 2 L 2]+ 4'"1' .{¡) 1111/(8)11 ds + Io Ilv' (8)11 ds .

Empleando las hipótesis (Hl) y (H 4), Y utilizando ( 4,6), se obtiene la relación (4,;3) .

(4.6)

•
Lema 4.6. Supongamos que se cumplen las hipótesis (H1) - (H4), Si (u, u) es una solucion. del
problema (1,1) - (1,6) con datos iniciales tiO, 'Uo E W¿,p (n) YUl, VI E L2 (n), y satisfaciendo 11na de
las siquienies condiciones:

(i) E (O) < O,

(ii) E(O) = O Y A' (O) > [(0,

A' (O) > 1'2 [A (O) + ([(l. )] + Ko,
4 '"1'+ 1

(iii) E (O) > O Y

donde

2 2 ,A (O) := luol2 + Ivob! A (O) := 2 [("111, 'Uo) + (VI, 'Uo)] + Ko,
K, :=4(2'"1'+1)E(O)+4b+l)J(o,

1'2 := 2 b+ 1) - 2 Jb+ 1) '"1',

entonces

A' (t) > [(o, para t > to,

i d ._.' {A'(O)-KO O} l (') t·- al, ( ....) (" ')Gon e io .- max 4(l+2,)E(O)' en e caso 2 y 0.- en 08 casos n y uz .

Demostración. Consideremos tres casos de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).
(i) Si E (O)< O,de (4.3), se tiene

A" (t) 2: -4 (2'"1'+ 1) E (O)

e integrando, resulta
.4' (t) 2: A' (O) - 4 (2'"1'+ 1) E (O) t, para t 2: O.

Considerando A' (O) - [(o - 4 (2'"1'+ 1) E (O) t > O, se obtiene

A' (t) > Ko, para t > to,
donde

'- .' r {..1'(O)-](O O}
to .- max 4(l+2,)E(O)' '

(ii) Si E (O) = O, de (4,3), se tiene
A" (t) 2: O

: ..
e integrando, resulta

A' (t) 2: A' (O), para t 2: O,
Considerando A' (O) - Ko > O. se obtiene

A' (t) > te; para t 2: O.

(iii) Para. E (O) > O. Primero notemos que se cumple

(4,7)

(4.8)
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2 rt ((m' (s) ,'(V (s))) ds = Ilm(t)112 -11'woI12..lo
Usando la desigualdad de Holder en ( 4.9), se obtiene

(4.9)

Ilw (t)112 :::; 111.00112+ r II'w (8)112 ds + t' \\wl (8)\12 de..lo .lo
Nuevamente usando la, desigualdad de Holder en ( 4.4) Y por (4.10), resulta

(4.10)

A' (t) < A (t) + f{o + [11[' (t)l~ + Iv' (t)\~]
+ r [lIul (s)lI~ + "Vi (8),,~]ds ..lo

(4.11 )

Dp (4.:3) y (4.11), obtenemos

A" (t) - 4 (¡+ 1) A' (t) + 4 (¡+ 1) A (t) + K, 2: O,

donde
K, := 4 (2, + 1) E (O) + 4 (¡+ 1) f{().

Definamos la función
f{}

E (t) := A (t) + 4 ( r' para t 2: o... ,+.)
Considerando E' (O) > 7'2E (O) + K«, la función E satisface las condiciones del Lema 2.4. Así se tiene
.4' (t) > [(o: para t > O. Con esto se concluye la prueba del Lema "1.6. •

Definición 4.7. Para las estirnativas del tiempo finito de la función explosión A (t), definamos la
función

.1 (t) := [A (t) + (Tl - t) f{or', para t E [O, TI] , (4.12)

donde T, es una constante positiva que se determina. posteriormente y, es la constante dada. en (H4).

Teorema 4.8 (Explosión de Soluciones). Suporujamos que se cumplen las hipótesis (H1)-(H4). Si
(u: v) es una solucion del problema (1,1) - (1,6) con datos iniciales U(), v(J E l{;(~'P (n) y UI,V} E L2 (n),
y satisfaciendo una de las siguientes condiciones:

(i) E(O) < O,

(ii) E (O) = O Y A' (O) > f{o,

. [A' (O) - f{0]2 , [ f{l]
(úi) O < E (O) < 8 [A (O) + T1J{o] y A (O) > T2 A (O) + 4 (, + 1) + f{() ,

entonces (11. u) es una solucum explosión en tiempo finito T~. Además el tiempo finito 1~es estimado,
en el caso (i),

J (to)
T* :::; ta - .1' (to)'

Además, si .1 (to) < mín { 1, j~} entonces

(4.13 )

(
¡-;¡ )1 y~

T~:::;to + IT. In ¡-;¡ .
v-b y:!.¡,-J(to)

(4.14)
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En el C(1,80 (ii) ,

'T .l (to)< to---* -' .l'(to)
()

, .l (to)
T~s:; to + fo '

En el caso (iú) )

7' .l (to)
* s:; ;;::va

o

(4.15 )

(4.1G)

(4,17)

:h+l -vc { 1 }T:,. s:; to + 2 2-, la 1 - [1 + c:.l (to)r2-i , (4.18)

donde a := ,,2 [J (to)1~-¡-2 [[A' (to) - KO]2 - 8E (O) [J (to)] ~l],b := 8,2E (O) Y c:= (~) '~2.
E,' "1,, (") ,-,' { A'(O)_f{o O} , .- O l () ( )n LI, W80 1 , to .- rnax 4(1+2,)E(0)' y to ,- en os casos 'ti y iii .

Demostración. Por diferenciación de (4,12), resulta

.l'(t) = -, [.l(t)l*+l [A' (t) - Ko]

.Y

JII(t) = -~f [.J(t)]~+l V (t),

donde
\f (t) := A" (t) [A (t) + (71 - t) Ko] - (,.y + 1) [A' (t) _ P,:o]2 .

(4.19)

(4.20)

( 4 )2 ( 4 ) (4 )Utilizando la desigualdad L,a.¡bi < L (tf .L bT , (4,9) Y la desigualdad de Hi.ilder, de (4,4),
'1=1 '1=1 1=1

resulta

[A' (t) - Ko] 2 < Ll [A (t) + (7\ - t) Ko] [Iu' (t) I~+ Iv' (t) I~
+ ti [¡¡v' (s)¡¡~ + ¡¡v' (s)¡¡~] elS] ,./0

De (4,20) Y (4.21). se tiene

J" (t) s:; -, [J(t)]~+1 K (t),

donde

K (t) = A" (t) - 4h+ 1) [Iu' (t) I~+ Iv' (t) I~
+ .l; [¡¡u' (s) ¡¡2 + 111" (s) II~]dS] .

Por (4.3) Y (4,22), resulta

.t" (t) s:; 4, (2, + 1) E (O) [.J(t)]*+l, para t ;:::to.

(4.21)

(4.22)

(4,23)
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De (4.8) Y (4,19), se tiene

J' (t) < 0, para, t > t(j. (4.24)

Multiplicando (4,2:3) por J' (t) Y luego integrando de to a t. se obtiene

(4.25)

dOllde
a := [f'( ,]2 8 2E(0)[f( )]1.+2, to) - i: J' ,to'

'12 [.1 (io)] ~+2 [[A' (to) - KO]2 - SE (O) [.J (tO)]-:,I]

y
b:=8~?E(0).

. , , ' , [A' (to) - Kof
Observemos que a > O SI, Y solo SI. E (O) < 8 [4 ( ) (T ) F l. to + 1 - to \.0

El caso particular en el que E (O) < O. por (4,23) y (4.24), se obtiene directamente lím J (t) = O
i-sr;

Y la estimativa (4,13) para el tiempo finito T., Para los demás casos. por (4,24) .Y (4,25). la. función J
satisface las condiciones del Lema 2.5. Entonces existe un tiempo finito 1~ tal que lím J (t) = OY la

i.sr;
cota superior para T. son estimadas respectivamente, de acuerdo al signo de la energía inicial E (O).

Observemos que las estimativas (4,15) y (-'1,16) son equivalentes. es decir va = -J' (to).

Desde que lím J (t) = 0, ::;c tiene
t->1'.-

lím A (t) = oo.
¿-t'T .•-

De aquí y la desigualdad de Sobolev-Poincaré, se deduce

Con todu esto se concluye la. demostración del Teorema. 4.8. •

Observación 4.9. La elección de la constante positiva lj en (4.12) se consigo con algunas
consideraciones. Las discusiones son similares como en [14]. Omitimos los detalles.
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