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RESUMEN

En esta parte presentamos procedimientos de cálculo para el permeado de mezclas binarias de gases 
en sistemas de múltiples etapas, de flujo variable y área de membrana constante. Las composiciones del 
permeado y rechazo se calculan con el método del punto burbuja, y los balances de materia se resuelven 
simultáneamente con el algoritmo de Thomas.
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ABSTRACT

In this part we present calculation procedures for the permeate of binary gas mixtures in multi-stage systems, 
variable flow and constant membrane area. The compositions of permeate and rejection are calculated with 
the method of bubble point, and material balances are solved simultaneously with the Thomas algorithm.

Keywords: Permeate gas, multistage, cascade, algorithm, Thomas.
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I. INTRODUCCIÓN

Las separaciones mediante membranas 
constituyen actualmente una nueva opera-
ción unitaria. Las membranas actúan como 
barreras que controlan el paso de molé-
culas de gases o líquidos, posibilitando la 
separación. Las separaciones de gases 
mediante membranas es una tecnología 
competitiva con otras tradicionales, debido 
a su simplicidad y posibles combinaciones 
en sistemas híbridos[1].

Desde que Weller y Steiner[2] presentaron 
los primeros cálculos teóricos, diversos au-
tores han apuntado a estudiar los aspectos 
relacionados al diseño del permeado de ga-
ses, tales como configuración de módulos, 
selección de las condiciones de operación 
y materiales apropiados para las membra-
nas[3].

Hoffman[4] presenta técnicas de cálculo apli-
cadas a sistemas modulares de permeado 
de gases, en una o varias etapas, análogos 
a los utilizados para vaporizadores flash y 
la destilación múltiple etapa, ambos en es-
tado estacionario.

En la primera y la segunda parte de este 
trabajo[5, 6] se desarrollaron procedimientos 
de cálculos complementarios a los presen-
tados por Hoffman. En la primera parte 
mostramos la construcción de la curva de 
“equilibrio” de rechazo-permeado mediante 
cálculos del punto de burbuja o de rocío. 
En la segunda parte, aplicamos el método 
gráfico de McCabe-Thiele al permeado de 
mezclas binarias de gases en un sistema 
de etapas múltiples a flujo constante y área 
de membrana variable, entre etapa y etapa.

En esta parte presentamos procedimientos 
de cálculo para sistemas de etapas múlti-
ples a flujo variable y área de membrana 
constante, en contracorriente y estado es-
tacionario para el permeado de mezclas bi-
narias de gases. El método que aplicamos 
es adaptado del que se utiliza para cálculos 
rigurosos en las separaciones de mezclas 
multicomponentes[7] para destiladores o ab-
sorbedores.

II. FUNDAMENTOS TEÓRICOS

La Figura 1 muestra un módulo de mezcla 
completa como una etapa n cualquiera. Las 
etapas se numeran desde arriba hacia aba-
jo. La entrada a la etapa n puede ser una 
corriente de alimentación Fn. Así mismo, 
ingresan la corriente Ln-1, que viene de la 
etapa anterior, y la corriente Vn+1, que viene 
de la etapa posterior.

Las corrientes que abandonan la etapa n 
se dividen en corrientes laterales Un y Wn. 
La corriente Vn que salió de la etapa n in-
gresa a la etapa n-1. Igualmente, Ln es la 
corriente que salió de la etapa n e ingresa 
a la etapa n+1.

Las composiciones de las corrientes se 
expresan en fracciones molares x, y, z del 
componente más permeable (en destila-
ción es el componente más vólatil) de la 
mezcla binaria.

Las presiones en las cámaras de permea-
do y rechazo son PV y PL, respectivamente. 
Debido a la presión PL > PV las corrientes de 
permeado (V) deben ser comprimidas entre 
etapa y etapa hasta la presión PL. Igualmente 
las corrientes de rechazo (L) si las pérdidas 
por fricción entre etapas son grandes.

Se considera que los flujos que salen de 
una etapa, Vn y Ln, están en “equilibrio”.

Figura 1. Módulo de mezcla completa que se muestra 
como una etapa en “equilibrio” con los flujos de permeado 
(V) y rechazo (L).
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La Figura 2 muestra un conjunto de N eta-
pas arreglado en cascada de flujo en con-
tracorriente y operando en estado estacio-
nario.

2.1. Modelo teórico de balance de materia

Las ecuaciones de balance de materia y 
las relaciones de “equilibrio” entre las co-
rrientes de rechazo y permeado se pueden 
escribir de forma general para cualquier nú-
mero de componentes C y el conjunto de N 
etapas.

Balance global entre la etapa 1 y una etapa 
n cualquiera de la Figura 2:

	
1 1

1

( )
n

n n m m m
m

L V F W U V+
=

= + − − −∑  (1)

La ecuación 1 calcula el flujo de rechazo 
que sale de una etapa n cualquiera.

Balance de cualquier componente i de la 
mezcla en la etapa n de la Figura 1:
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Por otro lado, las composiciones de las co-
rrientes de permeado y rechazo que salen 
del módulo están relacionadas por la ecua-
ción de “equilibrio”:

 i i iy K x=    (3)

Remplazando la ecuación 3 en 2 para yin, y 
los flujos Ln y Ln-1 de acuerdo a la ecuación 
1 obtenemos después de arreglar:
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Donde:

1

1
1

( )

2

n

n n m m m
m

A V F W U V

n N

−

=

= + − − −

≤ ≤

∑          (5)

1 1
1

( ) ( )

1

n

n n in m m m n n
min

V W K F W U U V V
B

n N

+
=

 + + − − + + − = −  
  
≤ ≤

∑
 (6)

1 1 1 1in n inC V K n N+ += ≤ ≤ −      (7)

1in n inD F z n N= − ≤ ≤          (8)

Con xi0=0, A1= 0, W1=0, CN = 0, VN+1=0, UN=0

Al escribir la ecuación 4 para cada etapa 
1, 2, 3,... N, obtenemos el arreglo matricial 
que se muestra en la ecuación 9, donde se 
han quitado los subíndices referidos a la 
especie química i de los coeficientes B, C 
y D.

 

Figura 2. Sistema de módulos de mezcla completa arre-
glados en múltiple etapas análogo a una columna de des-
tilación.
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 (9)

Los coeficientes An, Bin, Cin y Din dependen 
del flujo de permeado V y de la constante 
de “equilibrio”[5] Ki dada por la ecuación 10, 
que a su vez depende también de V:

 

1
i

V i

L L m

K
P V
P P A

=
+
�         (10)

Si la relación de presión, el área y la re-
sistencia a la transferencia de masa se 
mantienen constantes, entonces el flujo de 
permeado V se puede usar como variable 
de tanteo para resolver la ecuación 9 y de-
terminar la composición xin en cada etapa.

2.2. Algoritmo de Thomas

Para resolver la ecuación 9 recurrimos al 
algoritmo de Thomas[7], que es un méto-
do gaussiano de eliminación en el que se 
procede inicialmente a una eliminación pro-
gresiva, comenzando en la etapa 1 y ope-
rando hasta alcanzar la etapa N, aislando 
finalmente xiN. Se obtienen así otros valores 
de xin comenzando con xiN-1 mediante una 
sustitución reversa. Las ecuaciones del al-
goritmo de Thomas se obtienen de resolver 
la ecuación 4:

1in n n inx q p x += −                   (11)

Dónde:

 
1

1 1

n n n n
n n

n n n n n n
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q y p

B A p B A p
−

− −

−
= =

− −
 (12)

La identificación de la especie i se ha re-
tirado de los coeficientes B, C y D. Tenga 
en cuenta que para la primera etapa n = 1, 
A1 = 0.

Luego, en la matriz de la ecuación 9 se 
remplazan:

B1 por 1, C1 por p1 y D1 por q1, etapa n = 1

A2 por 0, B2 por 1, C2 por p2 y D2 por q2, 
etapa n = 2.

En general, para una etapa n cualquiera:

An por 0, Bn por 1, Cn por pn y Dn por qn.

En la última etapa N:

xiN = qN          (13)

Después de aplicar el algoritmo de Tho-
mas, la matriz de la ecuación 9 queda como 
sigue:

Finalmente, se usa la ecuación 11 de forma 
reversa para calcular las composiciones en 
cada etapa:

1 1 1 1in in in in inx q p x r− − − −= − =  (14)

III. METODOLOGÍA DE CÁLCULO

El procedimiento de cálculo que adoptamos 
es el propuesto por Thomas para resolver 
la matriz tridiagonal de la ecuación 9. Utili-
zamos el flujo de permeado V como varia-
ble de tanteo calculado en cada iteración 
por el método del punto de burbuja. Las Fi-
guras 3a y 3b muestran el diagrama de flujo 
de los cálculos a seguir.
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Para iniciar los cálculos se fijan los paráme-
tros: espesor de membrana y permeabilida-
des de cada una de las especies químicas 
de la mezcla de gases.

Figura 3a. Procedimiento de cálculo por pasos.

Figura 3b. Procedimiento de cálculo por pasos.

También se deben fijar las variables de ope-
ración: presiones PV y PL, el área de mem-
brana por cada etapa, el número de etapas, 
el plato de alimentación, el flujo de todas 
las corrientes de alimentación, así como de 
las corrientes laterales.

El proceso iterativo se inicia suponiendo los 
flujos V1, V2, V3……VN que al principio pue-
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den asumirse todos iguales. Se continúa 
con el cálculo de los fl ujos L1, L2, L3…..LN, 
que puede resultar en algún valor negativo. 
Para evitar esto, deben cambiarse los valo-
res supuestos de V teniendo en cuenta el 
balance global:

1
1 1

1

( )

0, 0

N N

m m m N
m m

N

F W U L V

W U
= =

= + + +

= =
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 (15)

La ecuación 15 se simplifi ca si todas las co-
rrientes laterales son cero y para una sola 
alimentación:

  
 1 1NF L V= +  (16)

IV. DISCUSIÓN DE RESULTADOS

El procedimiento de cálculo detallado en la 
sección anterior se muestra para el caso 
de la separación de la mezcla oxígeno(A)-
nitrógeno (B). La Tabla 1 presenta los pa-
rámetros: espesor de membrana en cm y 
las permeabilidades en cm3 STP-cm/(cm2 
s cm Hg) para una membrana de caucho 
silicona.

Tabla 1. Parámetros para la mezcla oxígeno(A)-
nitrógeno(B) 

La Figura 4 muestra la curva de “equilibrio” 
calculada con los parámetros de la Tabla 
N°1 y con presiones de 75.01 y 15 cm de 
Hg en las cámaras de rechazo y permea-
do, respectivamente. La proximidad de las 
curvas de rechazo y permeado es conse-
cuencia de la baja selectividad del oxígeno 
respecto al nitrógeno, defi nida como la re-
lación de permeabilidades:

2
2 2

2

/ 2.2O

N

selectividad O N
Ρ

= =
Ρ

 

Figura 4. Curva de “equilibrio” de la mezcla Oxígeno(A)-
Nitrógeno(B) calculada con los parámetros de la Tabla 1, y 
con PL=75.01 cm Hg y PV=15 cm Hg.

Caso 1. Una sola corriente de alimenta-
ción, fl ujo de corrientes laterales cero.

Se fi jan las siguientes variables:

Flujo de alimentación, F = 100 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.21

Etapa de alimentación = 6

Número de etapas = 12

Área de membrana por etapa = 5000 cm2

Las Tablas 2 y 3 muestran los resultados 
de los cálculos para la primera y séptima 
iteración, respectivamente.

El criterio de convergencia que utilizamos 
está dado por la ecuación 17:
 

2

1

( )
N

A Anormal j
j

x xε
=

= −∑     (17)

Para la primera iteración e= 2.2 x 10-3 y 
note que la suma yA+yB difi ere de 1.

En cambio, para la sétima iteración e= 7.9 
x 10-14 y la suma de las fracciones molares 
yA+yB = 1.00.
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Tabla 2. Resultados para la primera iteración de los cálcu-
los. Criterio de convergencia = 2.2x10-3

Tabla 3. Resultados para la séptima iteración de los 
cálculos. Criterio de convergencia = 7.9x10-14

La Figura 5 muestra el flujo de permeado 
(V) y rechazo (L) de cada etapa. Se obser-
va que el flujo de permeado se mantiene 
constante hasta la etapa de alimentación 
a partir de la cual decae bruscamente. En 
cambio, el flujo de rechazo se mantiene 
en cero hasta la etapa de alimentación, a 
partir de la cual se incrementa por encima 
del flujo de permeado y finalmente decae 
en la última etapa. La Figura 6 muestra las 
fracciones molares del oxígeno (A) en la 
corriente de rechazo (xA) y en la corriente 
de permeado (yA). Se nota que ambas com-
posiciones decaen bruscamente a partir de 
la etapa de alimentación.

Figura 5. Flujo de permeado (V) y rechazo (L) de etapa 
en etapa. F=100 cm3 STP/s, zA=0.21, área de membrana= 
5000 cm2. Selectividad O2/N2=2.2.

En la última etapa, la separación es muy 
angosta. Note que la composición de oxí-
geno en el permeado que sale de la etapa 
1 es ligeramente superior al de la alimen-
tación (zA=0.21). Por otro lado, los cálculos 
muestran que la composición de nitrógeno 
(B) del permeado y rechazo en la última 
etapa es 0.93 y 0.99, respectivamente.

Figura 6. Fracciones molares de oxígeno (A) en el permea-
do (yA) y rechazo (xA) de etapa en etapa. F=100 cm3 STP/s, 
zA=0.21, área de membrana= 5000 cm2. Selectividad O2/
N2=2.2.

Caso 2. Dos corrientes de alimentación, 
flujo de corrientes laterales cero.
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Se fijan las siguientes variables:

Flujo de alimentación, F = 105 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.05

Etapa de alimentación = 1

Flujo de alimentación, F = 100 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.21

Etapa de alimentación = 6

Número de etapas = 12

Área de membrana por etapa = 5000 cm2.

En este caso mostramos los resultados 
de la tercera iteración, cuando el criterio 
de convergencia es 5.6 x 10-8, habiendo 
iniciado la iteración con V = 70 para cada 
etapa.

La figura 7 muestra que el flujo del recha-
zo (L) es siempre mayor que el flujo de 
permeado (V) en todas las etapas. Como 
en el caso anterior, hay un salto en el flujo 
del rechazo (L) en la etapa 6 de alimenta-
ción y en la última etapa el flujo decae. En 
cambio, el flujo de permeado (V) aumenta 
progresivamente hasta alcanzar su máximo 
valor en la etapa 6 de alimentación y luego 
decae.

Figura 7. Flujo de permeado (V) y rechazo (L) de etapa en 
etapa. Dos alimentaciones F=100 cm3 STP/s, zA=0.21, y 
F=105 cm3 STP/s zA=0.05. Área de membrana= 5000 cm2. 
Selectividad O2/N2=2.2.

Figura 8. Fracciones molares de oxígeno (A) en el per-
meado (yA) y rechazo (xA) de etapa en etapa. Dos alimen-
taciones F=100 cm3 STP/s, zA=0.21, y F=105 cm3 STP/s 
zA=0.05. Área de membrana= 5000 cm2. Selectividad O2/
N2=2.2.

La Figura 8 muestra las composiciones del 
permeado (yA) y del rechazo (xA). En ambas 
corrientes las composiciones alcanzan un 
máximo en la etapa 6 de alimentación. Note 
también que la composición del permeado 
es siempre mayor que la del rechazo, al-
canzando el máximo valor de 0.30 en la 
etapa 6.

Caso 3. Tres corrientes de alimentación, 
flujo de corrientes laterales cero.

Se fijan las siguientes variables:

Flujo de alimentación, F = 105 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.8

Etapa de alimentación = 1

Flujo de alimentación, F = 100 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.21

Etapa de alimentación = 6

Flujo de alimentación, F = 300 cm3 STP/s

Fracción molar de oxígeno(A) = 0.10

Etapa de alimentación = 12

Número de etapas = 12

Área de membrana por etapa = 5000 cm2.

Los resultados se muestran en las figuras 9 
y 10 para la quinta iteración cuando el crite-
rio de convergencia es 2.6 x 10-8.



Rev. Per. Quím. Ing. Quím. Vol. 19, N.º 2, 2016, págs. 37-46 45

J. Armijo C.

La Figura 9 muestra el flujo de rechazo (L) 
menor que el flujo de permeado (V) desde 
la primera hasta la quinta etapa, luego cam-
bia a valores mayores en las últimas etapas 
a partir de la etapa 6, donde ingresa la ali-
mentación con zA= 0.21. El flujo de permea-
do (V) presenta un cambio suavizado y no 
brusco como en el caso del flujo de rechazo.

Figura 9. Flujo de permeado (V) y rechazo (L) de etapa 
en etapa. Tres alimentaciones F=105 cm3 STP/s, zA=0.8, 
F=100 cm3 STP/s zA=0.21 y F=300 zA=0.1. Área de mem-
brana= 5000 cm2. Selectividad O2/N2=2.2.

La Figura 10 muestra las fracciones molares 
de las corrientes de permeado (yA) y de 
rechazo (xA), en ambos casos las curvas 
presentan una variación suave y regular. La 
composición del permeado es mayor que la 
del rechazo en todas las etapas. Note que 
el permeado de la primera etapa es rico en 
oxígeno (yA= 0.736) y en el fondo el rechazo 
es rico en nitrógeno (xB=0.906), como 
ocurre en las operaciones de destilación.

Figura 10. Fracciones molares de oxígeno (A) en el per-
meado (yA) y rechazo (xA) de etapa en etapa. Tres ali-
mentaciones F=105 cm3 STP/s, zA=0.8, F=100 cm3 STP/s 
zA=0.21 y F=300 zA=0.1. Área de membrana= 5000 cm2. 
Selectividad O2/N2=2.2.

V.	 CONCLUSIONES Y RECOMENDA-
CIONES

En este trabajo, mostramos que los mé-
todos de cálculo usados en el diseño de 
destiladores de mezclas multicomponentes 
pueden aplicarse al permeado de gases 
mediante membranas en arreglo de etapas 
múltiples o cascada.

Aunque los ejemplos de cálculo presenta-
dos se refieren a mezclas binarias, la me-
todología es extensiva a mezclas multicom-
ponentes siempre que sean conocidas las 
permeabilidades de cada gas en la mezcla. 
Solo conocemos las permeabilidades de 
gases puros. En cambio, para el diseño de 
las columnas de destilación se dispone de 
abundantes datos experimentales y mode-
los matemáticos que permiten calcular la 
constante de equilibrio termodinámico en 
función de las composiciones de la mezcla 
líquido y vapor.
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