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RESUMEN

Los modelos dinámicos de los procesos de adsorción o intercambio iónico en columnas empacadas de 
lecho fijo se formulan teniendo en cuenta los efectos simultáneos del transporte convectivo, la difusión 
axial, la difusión intrapartícula y la difusión en película. El tratamiento matemático para este caso general 
es complejo. Las soluciones particulares (sean analíticas o numéricas) se agrupan en dos casos. Uno toma 
en cuenta solo la difusión axial y el efecto convectivo. El segundo considera solo los efectos convectivos 
y difusivos en la partícula y la película. Esta revisión puede ayudar a los interesados en seleccionar y 
desarrollar un modelo para sus aplicaciones prácticas.
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Mathematical modeling of adsorption and ion exchange on fixed bed columns

ABSTRACT

Dynamic models of adsorption or ion exchange columns packed fixed bed are formulated taking into account 
the simultaneous effects of convective transport, the axial diffusion and intraparticle diffusion diffusion film. 
The mathematical treatment for this general case is complex. The particular analytical or numerical solutions 
can be grouped in two cases. One case takes into account only the axial diffusion and the convective 
effect. The second considers only the convective and diffusive effects both the particle and the film. This 
review could help to select and develop a model for practical applications.
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I. INTRODUCCIÓN

Adsorción e intercambio iónico son ope-
raciones de separación comunes [1]

Adsorción[2] es un proceso donde una 
sustancia (adsorbato) es acumulada sobre 
la superficie de un sólido (adsorbente). El 
adsorbato puede estar en fase líquida o 
gaseosa. Existen muchas aplicaciones 
prácticas de adsorción. El carbón activado 
y las zeolitas se utilizan para remover 
VOC de las corrientes de gas. Los 
tamices moleculares remueven el agua 
de los solventes orgánicos, mientras que 
otros adsorbentes remueven sustancias 
orgánicas del agua. Los sabores y los olores 
de las aguas residuales se remueven con el 
carbón activado y otros adsorbentes. Para 
remover el gas sulfuro de hidrógeno se 
utilizan la sílica gel, el carbón activado, las 
zeolitas, la alúmina activada y las resinas 
sintéticas. La bentonita y otras arcillas se 
utilizan para adsorber metales pesados de 
aguas provenientes de minas.

Por otra parte, el intercambio iónico[2] es 
un proceso de intercambio de iones de 
un líquido por otros que originalmente se 
encuentran ligados a un sólido. De forma 
extensiva, el intercambio iónico se utiliza 
en el tratamiento del agua y de aguas 
residuales. Principalmente se utiliza para 
suavizar el agua removiendo iones Ca2+ y 
Mg2+ y remplazándolos por iones Na1+ para 
evitar las incrustaciones de sales. Para 
una completa desmineralización del agua, 
todos los cationes y aniones se remplazan 
por iones H+ y OH-, respectivamente. 
Otras aplicaciones son el tratamiento de 
los derivados farmacéuticos de alto costo, 
la recuperación de metales preciosos 
oro y platino, la recuperación de metales 
pesados, en la hidrometalurgia y catálisis 
química[3]. Los materiales sólidos usados 
como intercambiadores iónicos pueden 
ser naturales o sintéticos. En ambos 
materiales se encuentran grupos fijos que 
son portadores de iones intercambiables. 

El desarrollo de los materiales sintéticos 
posibilitó un rápido incremento en el uso 
industrial del intercambio iónico. Las resinas 
de intercambio iónico son sintetizadas 
por la copolimerización del estireno y el 
divinilbenceno (DVB). Las resinas son 
catiónicas si intercambian cationes, y 
aniónicas cuando intercambian aniones.

El objetivo del presente trabajo es revisar 
los diferentes modelos matemáticos que se 
emplean para la simulación de la dinámica 
de los procesos de adsorción o intercambio 
iónico en una columna empacada de lecho 
fijo.

II. MECANISMOS DE TRANSPORTE[2, 4, 5]

La adsorción y el intercambio iónico pue-
den explicarse mediante los mismos proce-
sos de transporte:

1.  Difusión de una especie (adsorbato o 
ión) desde el seno del fluido hacia la 
frontera de la película fluida que rodea 
el sólido (adsorbente o resina). Esta 
etapa está controlada por el flujo con-
vectivo y la mezcla turbulenta.

2.  Difusión de la especie a través de la 
película de fluido hasta la superficie del 
sólido. Esta etapa está controlada por 
la difusión molecular y el flujo convecti-
vo en la película.

3.  Difusión desde la superficie hacia el in-
terior del sólido a través de una red de 
poros. Esto ocurre de dos maneras: a 
través del fluido en los poros y a través 
de la superficie del poro.

4.  En el interior de los poros, la espe-
cie encuentra un sitio activo donde 
se produce el enlace físico o químico 
con la superficie del sólido en el caso 
de adsorción. En el intercambio iónico 
se produce la reacción química de in-
tercambio, y los iones intercambiados 
salen fuera del sólido hacia el líquido 
externo.
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Figura 1. Procesos de transporte a) adsorción b) intercam-
bio iónico: el sólido posee un grupo fijo de carga negativa e 
intercambia iones positivos.

Una característica importante del intercam-
bio iónico es que este es estequiométrico. 
Es decir, cada ion que sale del sólido es 
remplazado en una cantidad equivalente 
por otro ion para preservar la condición de 
neutralidad eléctrica tanto en el interior del 
sólido como en el líquido. La migración de 
iones debido a gradientes de concentración 
(difusión ordinaria) crea un campo eléctrico 
que desacelera a un ion y acelera al otro. 
Por tanto, la transferencia neta de iones es 
consecuencia de la difusión ordinaria y de 
la difusión debido al potencial eléctrico. La 
difusión generada por el campo eléctrico 
puede despreciarse solo en el caso de que 
la concentración de los iones sea pequeña 
(trazas).

En general, las etapas que son lentas con-
trolan el proceso de transporte. En muchos 
casos, las etapas de difusión 2 y 3 son len-
tos comparadas con las etapas 1 y 4.

III. ISOTERMA DE EQUILIBRIO[6, 7, 8]

Al poner un fl uido en contacto con el só-
lido intercambiador o adsorbente, las es-
pecies químicas se distribuyen en ambas 
fases fl uido-sólido mediante los procesos 
de transporte señalados anteriormente. Al 
inicio, la distribución varía en el tiempo. 
Después de un largo tiempo de contacto 
fl uido-sólido, la concentración de las espe-
cies toma valores constantes pero diferen-
tes entre ambas fases. Se dice que se ha 
alcanzado el equilibrio. La calidad del sóli-
do, sea como adsorbente o intercambiador, 
se mide como la cantidad de especies rete-
nida por este. La relación entre la concen-
tración de una especie en el sólido frente a 
la concentración de la misma en fase fl ui-
da se conoce como isoterma de equilibrio, 
porque se determina experimentalmente a 
temperatura constante.

Ambos procesos de adsorción física y de 
intercambio iónico se pueden representar 
como una reacción química de segundo 
orden.

Intercambio iónico:

a bA BR B AR+ ++ → +  (1)

Adsorción:

A S A S+ → �     (2)

Dónde: R signifi ca la resina catiónica y S es 
el sólido adsorbente.

En el equilibrio, tenemos las siguientes re-
laciones entre las composiciones de la fase 
sólida y fase líquida del soluto:

Intercambio iónico

*

0 ( 1)

Kcq q
c K c∞=
+ −

 (3)

Adsorción

*

1

Kcq q
Kc∞=

+
  (4)
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La ecuación 4 es conocida como la isoter-
ma de Langmiur.

Figura 2. Isoterma de equilibrio.

La Figura 2 muestra la isoterma de equili-
brio para diferentes condiciones. Una iso-
terma favorable es indicativa de una alta 
selectividad del sólido por el soluto o ión.

Las concentraciones de equilibrio se deter-
minan experimentalmente al poner en con-
tacto alícuotas de una solución acuosa del 
soluto o ión con cantidades diferentes del 
sólido adsorbente. Esta solución es man-
tenida a temperatura y agitación constante 
por largos tiempos, hasta que se alcance 
el equilibrio. Posteriormente, las fases son 
separadas y analizadas de forma indepen-
diente.

IV.  DINÁMICA DE SORCIÓN EN COLUM-
NA EMPACADA DE LECHO FIJO[9, 10,11]

Las columnas empacadas con un sólido 
adsorbente de lecho fi jo es la forma más 
frecuente como se conducen las opera-
ciones de intercambio iónico o adsorción y 
aunque es muy útil y sencillo de operar, el 
análisis ingenieril es bastante complejo.

La Figura 3a muestra el esquema de una 
columna de lecho fi jo a través del cual cir-
cula un líquido que ingresa por el tope de 
concentración C0. Durante el proceso, la 
concentración en ambas fases cambia con 

el tiempo y la posición en la columna. El fl ui-
do pasa a través del lecho a fl ujo constante.

Se emplean dos técnicas para separar so-
lutos o iones:

a.  Cambio brusco (breakthrough). A medi-
da que el fl uido desciende, la especie 
química es sorbida por el sólido satu-
rando inicialmente la parte superior del 
lecho. Esta zona de sólido saturado va 
creciendo hacia bajo, hasta que en cier-
to tiempo alcanza el fondo de la colum-
na. A partir de este instante, la concen-
tración de la especie química en el fl uido 
que emerge de la columna aumenta 
con el tiempo. La fi gura 3b muestra la 
relación de concentración C(z,t)/C0 del 
líquido en función del tiempo a la salida 
de la columna. La forma «S» del perfi l de 
concentraciones es consecuencia de 
los procesos de transporte que ocurren 
en la fase fl uida y en la partícula sólida. 
El punto de quiebre se defi ne como la 
máxima concentración que se puede 
permitir en el líquido efl uente, y a menu-
do se toma como 0.01 a 0.05 de (C/C0).

Figura 3. a) Columna empacada con el sólido adsorbente. 
Un líquido cargado con un soluto o ión ingresa por el tope 
b) Concentración del sorbato a la salida del lecho en fun-
ción del tiempo.

C(z,t)
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Cuando el efl uente de la columna alcanza 
la concentración de la alimentación, el sóli-
do estará saturado a una concentración de 
equilibrio con C0.

El perfi l de concentraciones en la columna 
de lecho fi jo es afectado por la isoterma de 
equilibrio, la velocidad de intercambio ió-
nico o de adsorción, y las condiciones de 
operación como fl ujo, longitud de columna, 
tamaño del sólido y temperatura.

La técnica de “breakthrough” es conocida 
también como desplazamiento o análisis 
frontal.

b. Cromatografía por elución. En este caso 
el soluto o ión o varios de ellos son primero 
adsorbidos cerca del tope de la columna, 
luego se pasa un solvente que permite que 
las especies escapen (eluidos) de la colum-
na en diferentes instantes, dependiendo de 
la selectividad del sólido por las especies.

Figura 4. Separación de solutos o iones mediante la técni-
ca de cromatografía de elución.

La Figura 4 muestra en la parte superior 
la isoterma de equilibrio para tres solutos 
o iones donde el orden decreciente de se-
lectividad del sólido es C>B>A. En la fi gu-
ra inferior se presenta la concentración del 

efl uente de la columna en función del tiem-
po. Se observa que la especie A de menor 
selectividad emerge primero de la columna 
y al fi nal la especie C. Otras técnicas que 
se emplean son la cromatografía de des-
plazamiento y la cromatografía frontal.

En cualquiera de los procesos, intercambio 
iónico o adsorción, si la velocidad de sor-
ción es alta y la velocidad de fl ujo es lenta, 
se alcanza el equilibrio local entre el sólido 
y el fl uido en contacto con él. Esta situación 
se consigue con partículas pequeñas del 
sólido por lo que el proceso global se hace 
lento debido a la alta resistencia al fl ujo en 
la columna. Un fl ujo lento causa la difusión 
longitudinal, que consiste en la migración 
de especies en dirección del fl ujo o eje axial 
de la columna.

El mecanismo de adsorción o intercambio 
iónico en una columna empacada de lecho 
fi jo se describe mediante las siguientes eta-
pas que se muestran en la Figura 5:

1.  Transporte convectivo de iones o so-
lutos en el medio fl uido a través del 
espacio intersticial entre las partículas 
del sólido. Depende de la velocidad del 
fl uido.

2.  Dispersión longitudinal: transporte de 
iones o solutos en el medio fl uido debi-
do a gradientes de concentración en la 
misma dirección que el fl ujo principal.

3.  Difusión en la película: transporte de io-
nes o solutos en medio fl uido a través 
de la película de fl uido que rodea la par-
tícula sólida.

4.  Difusión de iones o solutos a través de 
la fase sólida en dirección radial supo-
niendo partícula de forma esférica. Se 
denomina difusión intrapartícula. Si el 
sólido es poroso, el transporte de iones 
o solutos es a través de los poros del 
sólido y sobre la superfi cie de este.

5.  Reacción de intercambio iónico o de 
adsorción sobre la superfi cie activa del 
sólido.
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Se supone que la velocidad del fl uido y la 
concentración son uniformes a lo largo de 
una línea perpendicular a la dirección del 
fl ujo; es decir, no existe variación radial.

Figura 5. Procesos de transporte en una columna de em-
pacada de lecho fijo.

La dinámica del proceso se representa 
mediante la ecuación de continuidad que 
toma en cuenta el soluto transportado por 
el fl uido y lo adsorbido o intercambiado por 
el sólido.

V.   MODELOS MATEMÁTICOS PARA 
COLUMNAS EMPACADAS DE LE-
CHO FIJO

Para modelar una columna empacada de 
lecho fi jo, sea de adsorción o de intercam-
bio iónico, se requiere de tres ecuaciones. 
Una que relaciona la concentración en el 
fl uido que atraviesa el lecho con la concen-
tración en el sólido. Se denomina ecuación 
de continuidad. La segunda ecuación des-
cribe el proceso de difusión en la partícula 
sólida, y la tercera acopla las dos primeras 

mediante la difusión en la película de fl uido 
que rodea la partícula.

Se utilizan dos modelos para describir la di-
fusión en el sólido de forma esférica[31]:

1.  Modelo de difusión en sólidos homo-
géneos. Este considera que la adsor-
ción ocurre en la superfi cie externa de 
la partícula seguida por la difusión del 
soluto en fase adsorbida. Se utiliza la 
segunda ley de Fick con un coefi cien-
te de difusión efectivo para expresar la 
concentración en función del radio.

2.  Modelo de difusión en los poros. En 
este caso la partícula es porosa y la 
difusión ocurre a través del fl uido que 
ocupa los poros. Algunos autores adi-
cionan un término referido a la difusión 
en fase adsorbida sobre la superfi cie 
del poro.

5.1. Modelo de H.C. Thomas[13] extendido 
por N. Hiester y T. Vermeulen[16]

El balance de materia para el soluto A en 
fase fl uida y un sólido homogéneo conside-
ra solo términos de acumulación y el trans-
porte convectivo:

0b
c c qv
z t t

ε ρ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
 (5)

 
Donde c y q son concentraciones expresa-
das en moles o equivalentes por volumen 
de fl uido en el lecho y volumen de lecho 
empacado, respectivamente. También, v es 
la velocidad en los intersticios del lecho y 
se relaciona con el caudal Q, el área A y la 
porosidad e:

 
Qv
Aε

=    (6)

Thomas considera que la velocidad de in-
tercambio o de adsorción se puede expre-
sar por una cinética F de segundo orden, 
en general:

c(z, t)

c(L, t)
Efl uente

Alimentación
C

0

0

Z

Reacción de 
intercambio o 

Adsorción

Difusión en 
los poros del 

sólido

Difusión radial 
en el sólido

Difusión radial en 
la pélicula de fl uido

L

Transporte 
convectivo 
y Dispersión 
axial
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Aunque Thomas presenta soluciones ana-
líticas para las concentraciones en función 
del tiempo y la posición, son Hiester y Ver-
meulen quienes hacen un desarrollo am-
pliado para cálculos de diseño.

La velocidad de intercambio es considera-
do de segundo orden reversible y ocurre en 
la superficie del sólido. En caso de inter-
cambio del ión A:

0

1
( ) ( )kin

dq k c q q q c c
dt K∞

 = − − −  
  (7)

En caso de adsorción del soluto A:

1
( )kin A

dq k c q q q
dt K∞

 = − −  
          (8)

La solución analítica de la ecuación diferen-
cial 5 se logra para cuando la concentra-
ción del ión o soluto en la alimentación es 
constante e igual a c0, y el lecho empacado 
inicialmente no contiene al ión o soluto.

Las concentraciones están dadas por las 
ecuaciones 9, 10:

[ ]( 1)( )
0

( , )

( , ) 1 ( , )r s

c J rs
c J rs e J s rτ

τ
τ τ− −=
+ −

   (9)

[ ]( 1)( )

1 ( , )

( , ) 1 ( , )r s

q J rs
q J rs e J s rτ

τ
τ τ− −

∞

−
=

+ −
   (10)

Donde:

( )0

0

( , ) 1 2
x

yJ x y e I y dξ ξ ξ− −= − ∫       (11)

I0 es la función modificada de Bessel de pri-
mera clase.

Para intercambio iónico:

1r
K

=      (12)

0
b

kin
V Vc

Q
ετ κ

 −
=  

 
   (13)

b b
kin

q Vs
Q
ρκ ∞=

  (14)

Para adsorción:

0

1

1
r

Kc
=

+    (15)

0

1 b
kin

V Vc
K Q

ετ κ
 − = +   

    (16)

0

1
1 b b

kin
q Vs

Kc Q
ρκ ∞ 

= + 
    (17)

5.2. Modelo de P. Kasten, L. Lapidus y N. 
Amundson [17]

En general, para algunos casos puede su-
ponerse que la etapa controlante es la di-
fusión desde el fluido hacia la partícula só-
lida; en otros casos si la velocidad de flujo 
a través del lecho es lenta, se asume que 
se establece un equilibrio entre el fluido y el 
sólido o que la etapa controlante es la ciné-
tica de intercambio o de adsorción.

Estos investigadores consideran la posibi-
lidad de que la difusión en el interior de la 
partícula sólida es la etapa controlante en 
el proceso de transferencia de masa.

El balance de materia en una partícula sóli-
da de forma esférica y de porosidad g toma 
en cuenta la acumulación en el fluido y en 
el sólido, así como la difusión:

2
2

1c n cD r
t t r r r

γ γ∂ ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂ ∂
 (18)
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Figura 6. Difusión en la partícula sólida de forma esférica.

Donde c y n son concentraciones expresa-
das en moles o equivalentes por volumen 
de solución en los poros y volumen de la 
partícula, respectivamente. D es el coefi -
ciente de difusión en la solución intrapar-
tícula.

Sobre la superfi cie del sólido, el soluto 
debe difundirse a través de la película de 
fl uido. Esta condición se expresa mediante 
la ecuación 19:

( )f
r R

cD k c c
r =

∂
− = −

∂
           (19)

El balance de materia en un elemento de 
longitud diferencial dz de la columna se ob-
tiene:

2
2

4 a
r R

G c c cc R D N D
z r t z

π γ ε ε
ρ =

 ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = ∂ ∂ ∂ ∂ 

   (20)

En esta ecuación G es el fl ujo másico y Da 
es el coefi ciente de dispersión axial, N es el 
número de partículas sólidas por unidad de 
volumen del lecho.

Si la velocidad de intercambio o de adsor-
ción es elevada, se establece inmediata-
mente el equilibrio en cada punto de la co-
lumna. La condición de equilibrio se supone 
de forma lineal.

 1 2n k c k= +            (21)

El sistema de ecuaciones se completa con 
las condiciones iniciales. En un principio se 
considera que a t=0 el lecho está lleno con 
el fl uido y que este contiene una concentra-
ción de soluto uniforme y en equilibrio con 
el soluto del sólido. La concentración de ali-
mentación se considera constante en z=0.

Posteriormente, los autores simplifi can la 
ecuación 20 al suponer despreciable el 
efecto de la dispersión axial (Da=0), y, como 
consecuencia, la condición inicial a t=0 es 
cambiada al considerar que la concentra-
ción del ión o soluto en z no se altera hasta 
que el fl uido haya atravesado el lecho des-
de la entrada hasta el punto en cuestión o 
hasta que t= z/v. Donde v es la velocidad 
del fl uido en los intersticios.

El problema que resuelven es el siguiente:

2
1 2

1
( )

c ck D r
t r r r

γ γ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
            (22)

( )f
r R

cD k c c
r =

∂
− = −

∂             (23)

3 (1 )
0

r R

c D c cv
z R r t

γ ε
ε =

∂ − ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
   (24)

Con los siguientes cambios:

3(4 3) 1

G v
R N

ρε

π ε

=

= −
                           (25)

Las condiciones iniciales y de frontera son:

0

:

0

i

i

i

c c
c c cuando t z v
n n
i valor inicial
c c z

= 
= ≤
= 

= =

           (26)

C 
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c
n

D
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Aunque logran una solución analítica com-
pleta del problema ellos reconocen que su 
complejidad limita su aplicación hasta que 
se tabulen las integrales de las ecuaciones 
correspondientes.

5.3. Modelo de L. Lapidus y N. R. Amund-
son [18]

Estos autores toman en cuenta el hecho de 
que cuanto más lento es el flujo del fluido a 
través del lecho, mayor relevancia adquiere 
el efecto de la dispersión axial superpuesto 
al transporte convectivo. Bajo condiciones 
de flujo pequeño, se considera también que 
prevalece una situación de equilibrio en 
cualquier punto de la columna. La resisten-
cia a la difusión en el sólido se desprecia al 
considerar pequeño el tamaño de partícula.

La ecuación de balance para la columna re-
sulta en la ecuación 27:

2

2

1c c n cv D
z t t zε
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

            (27)

Donde c y n son las concentraciones en 
moles por volumen de solución y volumen 
del lecho empacado, respectivamente. D 
es el coeficiente de dispersión axial.

En cuanto al mecanismo de intercambio o 
adsorción, asumen dos casos a resolver:

Cuando existe equilibrio:

1 2n k c k= +              (28)

Cuando no existe equilibrio:

1 2

n k c k n
t

∂
= −

∂
             (29)

Si hacemos n = k1c* obtenemos la forma 
más conocida:

( *)f
n k c c
t

∂
= −

∂
            (30)

Las condiciones iniciales y de frontera son:

0( ) 0, 0

( )
0, 0

( )

:

i

i

c c t z t
c c z

t z
n n z
i valor inicial

= = >

= 
= >= 

              (31)

Se supone longitud infinita de la columna 
y consideran la posibilidad de que la con-
centración de la alimentación depende del 
tiempo y así mismo la concentración inicial 
en la columna varía con la posición.

Los autores presentan soluciones para los 
casos de equilibrio y no-equilibrio cuando 
ambos c0 y ci son constantes.

Caso de equilibrio en la columna:

0

( )i

i

c c H
c c

ϑ−
=

−
               (32)

Donde:

1
4 41

( )
2

4 4

vz
D

v verf z
D D

H
v ve erfc z
D D

ϑ γε
γε ϑ

ϑ
ϑ γε
γε ϑ

  
+ − +     =    +     

   (33)

vtϑ ε=               (34)

1kεγ
ε
+

=               (35)

Si el coeficiente de dispersión D=0 se ob-
tiene:

0

( ),

( ),

ic z z
c

zc z
v v

ϑ ϑ
γε γε

ϑ γ ϑ γε
ε

 − >= 
 − >

            (36)

Caso de no equilibrio:

Para t = 0, ci = ni = 0
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2
2

0 0

( ) ( )
tvz

Dc e F t k F t dt
c

 
= + 

 
∫             (37)
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2 1 2 4
0 3

0

( ) 2 ( )
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∫    (38)

2
1

24

kvd k
D ε

= + −                                 (39)

Si el coeficiente de dispersión axial D = 0:

2

2
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1 2

0

0
1 2

2 0

0
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=

∫
  (40)

 
0

0

t z v
c
c

<

=                (41)

  

5.4. Modelo de Chi Tien y George Tho-
dos[20]

Estos autores desprecian el efecto de la 
dispersión axial y consideran la condición 
de equilibrio en la interfase sólido - líquido 
tipo Freudlinch:

 a
s sq Ac=              (42)

Donde qs y cs son las concentraciones so-
bre la superficie del sólido y del líquido en 
contacto, respectivamente.

La ecuación de balance de materia es:

0b
c c qv
z t t

ε ρ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂
                   (43)

La difusión en la película de fluido adherida 
a la superficie del sólido se expresa como 
sigue:

 ( )l s
q k c c
t

∂
= −

∂
             (44)

 
El sólido se considera de forma esférica y 
como un medio cuasihomogéneo. La ecua-
ción de difusión es:

 2
2

i iq qD r
t r r r

∂ ∂∂
=

∂ ∂ ∂
            (45)

La ecuación 45 se resuelve con las condi-
ciones:

 
0 0

0 ( )
iq para z

r R cuando t v zε
= ≥

< < ≤               (46)

La relación entre q y qi se expresa median-
te la siguiente ecuación:

 
2

3
0

3
( , ) ( , , )

R

iq z t q z t r r dr
R

= ∫                 (47)

En la interfase sólido-fluido:
 

( , ) ( , , )s iq z t q z t R=                               (48)

Los autores proponen una solución numé-
rica al sistema de ecuaciones formuladas.
Los mismos autores[21] resuelven también 
para cuando la isoterma de equilibrio es li-
neal, y obtienen soluciones analíticas que 
requieren de métodos numéricos para re-
solver las integrales de las ecuaciones. Re-
sultados similares son obtenidos también 
por Rosen[22].

5.5. Modelo de Gerald Houghton [23]

Para las separaciones mediante cromato-
grafía por elución, el autor resuelve la ecua-
ción de balance de materia considerando 
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dispersión axial y condición de equilibrio no 
lineal.

Ecuación de balance de materia:

2

2

1c c n cv D
z t t zε
∂ ∂ ∂ ∂

+ + =
∂ ∂ ∂ ∂

             (49)

La isoterma de equilibrio es de la forma:

2
0 1 2n K K c K c= + +                            (50)

En el caso de cromatografía por elución, 
una banda corta del lecho de longitud L0 en 
el tope de la columna es previamente satu-
rado con el ión o soluto a separar. Luego, el 
solvente es pasado a través de la columna. 
Las condiciones iniciales y de frontera son:

0

0 02
0 1 0 2 0

0

(0, )
2 2

(0, )

(0, ) 0
2

(0, ) 0

c z c
L z L

n z K K c K c

c z
z L

n z

= − < <
= + + 
= 

>= 

   (51)

La solución analítica que se propone para 
cuando la longitud de la columna es infinita 
y para concentraciones diluidas es:

[ ]
[ ] [ ]0

e ( ) ( )

1 ( ) e ( ) ( ) e 1 ( )

g

g m

erf p h erf q hc
c erf p erf p h erf q h erf q

+ − +
=

− + + − + + +   (52)

Donde:

00.5

2 c

Lp
D t

ξ +
=                (53)

00.5

2 c

Lq
D t

ξ −
=                                        (54)

         (55)

              (56)

               (57)

                 (58)

                (59)

              (60)

              (61)

Posteriormente, F. T. Dunckhorst y G 
Houghton[24] resuelven las ecuaciones 49 y 
50 para el caso de la técnica denominada 
cromatografía de análisis frontal, con las si-
guientes condiciones iniciales y de frontera:

             (62)

La solución es la siguiente:

      (63)

Donde en este caso:

                                             (64)

                                             (65)

                            (66)

Las ecuaciones 58 al 61 se repiten.
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Si la isoterma es lineal con K2 = 0:

 

            (67)

Para el caso de adsorción. En el caso de 
desorción el signo en el interior del corche-
te se hace positivo.

En las ecuaciones 33, 52, 63 y 67 el térmi-
no erf(X) es la función error de X definida 
por la siguiente integral:

                        (70)

5.6. Revisión de literatura

Una variedad de estudios[25-61] indican el 
persistente interés por modelar matemá-
ticamente y validar con datos experimen-
tales los procesos de intercambio iónico o 
adsorción en columnas empacadas. Los 
modelos utilizados en muchos de estos 
trabajos básicamente son los mismos que 
aquí hemos resumido. La Tabla 1 muestra 
las características de algunos.

La diferencia básica en los modelos usados 
por los investigadores se encuentra en la 
descripción de los procesos de difusión en 
la partícula sólida, como lo han resaltado 
Weber-Chakravorti[31]: medio homogéneo o 
medio poroso. Estos mismos investigado-
res[32] también han resuelto, de forma nu-
mérica, la ecuación de continuidad sin dis-
persión axial, pero considerando la difusión 
en la película y la difusión en los poros del 
sólido. Ellos concluyen que en el caso de 
una isoterma lineal, los modelos de difusión 
homogénea y difusión en los poros del só-
lido dan el mismo perfil de concentraciones 
del “breakthrough”.

Los resultados obtenidos por muchos in-
vestigadores solo son aplicables a columna 
de longitud infinita. El análisis de Bastian y 
Lapidus[19] para columna de longitud finita 
revela que las diferencias no son muy gran-

des, pero evidentemente no se puede ge-
neralizar.

La Tabla 2 muestra los parámetros que ri-
gen cada uno de los modelos considerados 
aquí.

Mediante experimentos en sistemas “batch” 
o sin flujo, se determinan parámetros 
tales como el coeficiente de difusión 
intrapartícula, las constantes de la isoterma 
de equilibrio y las constantes de velocidad 
de la cinética del intercambio iónico o de 
adsorción. Nachod y Wood[14] han medido 
la velocidad de intercambio iónico en 
sistemas “batch” y muestran que los datos 
experimentales se correlacionan a una 
cinética de segundo orden irreversible. 
Boyd y otros[15] examinaron las ecuaciones 
de velocidad de intercambio iónico basados 
en los procesos difusionales y en la cinética 
reversible de segundo orden. Sus resultados 
experimentales revelan que la difusión 
en la película circundando la partícula es 
la etapa controlante a concentraciones 
menores de 0.003 M. Para soluciones 
diluidas ambas ecuaciones, difusión en 
la película o la cinética, se correlacionan 
bien con los datos experimentales. Para 
concentraciones mayores o iguales a 
0.1 M la etapa controlante es la difusión 
en la partícula sólida. En el caso de 
adsorción, Chakravorti-Weber[32] conducen 
experimentos “batch” para discriminar 
entre los modelos de difusión de sólido 
homogéneo o sólido poroso.

Los parámetros que corresponden pro-
piamente al comportamiento dinámico de 
una columna empacada de lecho fijo son 
los coeficientes de difusión longitudinal o 
axial y de película en la interfase sólido-
líquido. Lapidus-Amundson[18], Houghton[23] 
y Dunckhorst-Houghton[24] proporcionan 
soluciones analíticas tomando en cuenta el 
efecto de la dispersión axial, y suponiendo 
equilibrio sólido-fluido. Chao-Hoelscher[27] 
obtienen resultados numéricos consideran-
do dispersión axial y difusión en la pelícu-
la, en tanto que Lapidus-Amundson para la 
misma situación dejan planteadas solucio-
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nes analíticas. Todos estos investigadores 
no consideran la difusión en el sólido.

Por otro lado, Tien-Thodos[20,21] y Kasten-
Lapidus-Amundson[17] toman en cuenta la 
difusión en la partícula y la difusión en la 
película alrededor del mismo, pero no inclu-
yen el efecto de la difusión axial. En este 
caso, se utilizan métodos numéricos para 
la solución de las ecuaciones diferenciales.

Kasten-Lapidus-Amundson[17] también han 
formulado las ecuaciones para el caso ge-
neral que toma en cuenta los procesos de 
difusión en la partícula, en la película y la 
difusión axial en la columna, pero sin pro-
poner algún tratamiento matemático.

En la literatura se encuentra también mo-
delos semiempíricos[45,46,49,60] de aplica-
ción directa y rápida, conocidos también 
como predictores: Clark, Thomas, Bohart y 
Adams, Wolborska, Yoon y Nelson.

VI. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIO-
NES

Los modelos dinámicos de los procesos de 
adsorción o intercambio iónico en colum-
nas empacadas de lecho fijo se formulan 
teniendo en cuenta los efectos simultáneos 
del transporte convectivo, la difusión axial, 
la difusión intrapartícula y la difusión en pe-
lícula. El tratamiento matemático para este 
caso general es complejo. Las soluciones 
particulares sean analíticas o numéricas se 
agrupan en dos casos. Uno toma en cuenta 
solo la difusión axial y el efecto convecti-
vo. El segundo considera solo los efectos 
convectivos y difusivos en la partícula y la 
película.

En la evaluación de los modelos con da-
tos experimentales, se recomienda utilizar 
aquellos con el menor número de paráme-
tros para reducir la incertidumbre en la vali-
dación del mismo.
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Tabla 1. Características de algunos modelos dinámicos utilizados en las operaciones de adsorción o intercambio iónico en 
columnas empacadas de lecho fijo.
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Tabla 2. Parámetros y variables de operación de algunos modelos dinámicos.

Para los modelos de Thomas, Lapidus-
Amundson y Houghton las concentraciones 
n y q en el sólido se relacionan con la den-
sidad del lecho empacado: . En el 
modelo de Kasten y otros la concentración 
n se expresa por unidad de volumen de la 
partícula sólida
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