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DETERMINAR EL FACTOR DE FRICCION

Javier Armijo C. y Ricardo Lama R.

Universidad Nacional Mayor de San Marcos, Facultad de Quimica e Ingenierfa Quimica
Departamento Académico de Operaciones Unitarias

Resumen: Se hza llevado a cabo experimentos para determinar el iempo que demora el agua en escurrir desde un
tangue de base plana consctado a tubos de vidrio de diferentes didmetros y longitudes. Los datos recoleciados se
utifizan para determinar ios parametros de la ecuacion de Prandt! en el calculo del factor de friccién. Los resultados
muestran que el facior de friccidn calculado del andlisis de regresion es menor gue el deferminade del diagrama de
Moody reproducido con la scuacion de Chen. Se considera necesario evaluar experimentaimente el factor de contraccion.

INTRODUCCION

La determinacion de la calda de presién en
ductos circulares es de importancia en el disefio
de los sistemas de transporte de fluidos.

La caida de presion que sufre un fluido a medida
gue circula a través de un tubos es consecuen-
cia de la energla disipada por la friccidon entre
el solido y el fluido, y por la friccion interna en
el mismo fluido.

Cuando un fluido circula a través de un tubo de
seccion transversal constante en estado esta-
cionaric, la caida de presion se calcula de la
ecuacion (1)
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El factor de friccion de Darcy se de determina
del diagrama de Moody[1] o se calcula de la
ecuacién de Colebrook [2]. Este factor depende
de la velocidad y de la rugosidad relativa del
tubo. Experimentalmente la ecuacion (1) se
utiliza para estimar el factor de friccion a través
de experimentos de flujo donde se varia el
diametro del tubo y/o la caida de presion.

' El experimento de tiempo de escurrimiento[3],
donde un liquido drena a través de un tubo co-
nectado a un tanque de base plana, permite
variar la caida de presion, que en este caso se
expresa como una variacion en la carga
hidrostatica a medida que el liquido drena. La
variacion en la caida de presion origina cambios
en la velocidad det liquido en el tubo, y en un
solo experimento podemos obtener valores

diferenies del factor de friccion. Si bien el
experimento de tiempo de escurrimienio es re-
lativamente sencillo de realizar, el tratamiento
matematico es engorroso por gue el analisis
debe rezlizarse en estado no estacionario dado
que la velocidad y el nivel de liguido varian con
el tiempo.

Un nuevo método a sido desarrollade por
J.Armijo [4] para calcular el tiempo de drenado.

En el método, se introduce |z varacion del factor
de friccién a medida que la velocidad del liqui-
do en el tubc cambia como consecuencia del
cambio en la carga hidroesiatica.

En el presente trabajo se presentan los
resultados de una primera investigacion acer-
ca del tratamiento de datos experimentales de
tiempo de escurrimiento, para determinar por
regresion los parametros del modelo de
Prandtl[5] el cual se utiliza para calcular el fac-
tor de friccidon y es una ecuacién derivada a
partir de la distribucién universal de velocidades.

FUNDAMENTOS

La figura 1 muestra un esquema del sistema
de drenado de un liguido contenido en un tangue
de base plana conectado a un tubo de diame-
tro y fongitud conocida. Inicialmente el liguido
liena el tubo y el tangue, luego el liquido se
deja caer libremente.

Ecuaciones de balance de materia y de
energia.

Del balance de materia en el tanque en estado
no estacionaric obtenemos la ecuacion(2):
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Por otro lado, aplicando la ecuacién de la
energia mecanica entre la superficie libre del
liguido y el extremo de salida en el tubo,
obtenemos la ecuacion (3):
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La ecuaciéon(3)supone despreciable la
acumulacion de energia en el tanque. La ener-
gia perdida por efectos de friccién se estiman
a partir de la ecuacién (4) donde se incluye el
factor de contraccion:
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La combinacion de las ecuaciones (3) y (4) da
como resultado la ecuacion(5):

F(x)-(anD KW' —2g(H+L)=0 (5

A partir de la ecuacién (5) se determina la
velocidad del figuido en el tubo, en cualquier
instante. Como el factor de friccion depende
de la velocidad, la solucién de la ecuacién (5)
se debe realizar a través de un procedimiento
iterativo.
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Figura N*1:Esquema del sistema de
drenado de un liquido desde un tangue
de base plana.
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Por otro lado, la ecuacion(2) puede integrarse
por partes y obtenemos:
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Eltermino de la integral se resuelve en conjunto
con la ecuacion (5), se demuestra que
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Reemplazando (7) en (B), obtenemos la
ecuacion para calcular el tiempo de drenadoc
entre alturas Ho y Ht:
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Las velocidades que aparecen en la ecuacion
(8) deben hallarse de la ecuacién (5). En am-
bas ecuaciones, (5)y(8), se reguiere conocer
un modelo para calcular el factor de friccion.
Una ecuacion para el factor de friccion se pue-
de derivar del conocimiento de la distribucion
de velocidades en régimen turbulento [5].

El modelo de Prandtl [5]

L. Prandit, derivo la ecuacion logaritmica de
distribucién de velocidades en régimen turbu-
lento, para el flujo en tubos de paredes lisas, a
parir de su teoria de la “longitud de mezcla”, la
ecuacion tiene la forma siguiente:
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Donde ¢, es una constante y
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Datos experimentales de los perfiles de
velocidad en régimen turbulento, trabajos reali-
zados por Nikuradse, Deissler, Reichardt y Von



Kérman, muestran gue la distribucion de velo-
cidades para toda la seccion transversal del
tubo se expresa por las siguientes relaciones:
Capa laminar(cerca de la pared del tubo).
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Capa del nucleo turbulento (lejos de la pared
deltubo).
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Una de las inconsistencias de la ecuacion
(13)es que no predice una gradiente de la
velocidad igual a cerc en el centro del tubo.

La ecuacién para el factor del friccion se deduce
de la siguiente manera. Suponiendo flujo
turbulento, la ecuacion (13) se reemplaza en la
ecuacion de la velocidad promedio:
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Despues de integrar y acomodar obtenemos la
ecuacion (14):
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Donde A=5.5 y 8=2.5. La definicién del factor
de friccion de Fanning es la siguiente:
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Reemplazamos las ecuaciones (10) y (15) en
la {14) y obtenemos:
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Si en lugar del factor de Fanning utilizamos el
factor de Darcy el modelo para calcular el fac-
tor de friccion en tubos liscs, esta dador por la
ecuacion (17):
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Donde m=2y n=-0.80

= mLog(Re i )-n (17}

DATOS EXPERIMENTALES

El equipo experimental consiste de un cilindro
de base plana gue reposa sobre una estructu-
ra metalica. Un tubo de vidrio se encuentra
acoplado al lado del cilindro el cual permite
controlar el nivel del liguido en el tangue. En la

base del tanque se encuentra una conexion
roscada para unir tubos de vidrio de diferentes
diametros y longitudes.

El tubo gue controla el nivel del liquido es
marcado en intervalos de 2 centimetros. Inicial-
mente el liguido llena el tanque y el tubo hasta
una

altura (H,) medida desde la base del tanque.
El liguido se deja caer libremente y se lee &l
tiempo cada 2 centimetros, con un cronometro
digital de precision de 1 centesimo de segun-
do. El tiempo final de drenado corresponde a
una altura final(H), medido a partir de la base
deltangue, y por encima del punio donde esta
conectado el tubo que controla el nivel del
liguido en el tanque.

Se realizaron 13 pruebas experimentales. La
temperatura del agua fue airededor de 21 °C.
Para los célculos, la densidad y la viscosidad
se tomd como 0.998g/cm® y ©.01002g/cms,
respectivamente.

Cada prueba experimental se repitid tres veces,
con la finalidad de calcular el tiempo promedio
asi como su desviacion estandar.

La Tabla 1 muestra los resultados de la prueba
2 (d=0.69 cm, L=38.8 cm). La Tabla 2 es un
resumen de las trece pruebas realizadas, don-
de sdlo se presenta el tiempo promedio final
de drenado. Las figuras 1 y 2 muestran la dis-
tribucion puntual de la desviacién estéandar en
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funcion de la altura de nivel del liquido en el Figura 2: Desviacion estandar en la lectura

tangue. del tiempo, correspondiente a la prueba 8.
Tabla 1: Resultados de la prueba
experimental 2. 08
@ x
£ 05
Altura de Tiempo experimental seg = X
i liguido H.cm | Corrida 1 | Corrida 2 Corrida 31 Promedio £ 0 x X X
L any 0 0 0 ) E 03 =
30.7 4.59 4.45 4.44 4,49 S 02 R
28.7 8.06 8.98 8.99 8.01 ER X
26.7 1374 | 1352 | 1372 | 13.66 . ¥
24.7 1832 | 1818 | 1821 | 18.24 o i 5 e
257 2286 | 2294 | 2295 | 22.92 33
20.7 277 | 2769 | 27.86 | Z7.75 AR ORI e
18.7 3276 | 3262 | 32684 | 3267
16.7 3768 | 3753 | 3748 | 3756
o mm R AESULTADOS DELAREDUCCIGN
10.7 53.16 | 52.99 | 53.02 | 53.06 DEDATOS
8.7 58.46 58.36 58.4 58.41 Regresién no lineal
6.7 64.22 | 641 64.01 | 64.11

Tabla 2: Tiempo experimental de drenado

Los datos experimentales de tiempo de
escurrimiento se utilizan para determinar las
constantes de la ecuacion (17) mediante un
ajuste por minimos cuadrados. Los parametros

%F’rueba Caracteristicas del tubo _: Alura de liguidel  Tiempo del modelo se determinan minimizando la
L e Longitud cm; Diametro,cm: Ho,cm| Hf, cm ipromedio, s funcion:
e 30.1 0689 : 327! 67 64.89 :
2 38.8 0.69 3271 67 54.11
3 45.4 0.88 3271 67 62.07 N ’
4 227 079 37| 67 47.95 i) :Z@. (z. —f. )‘ (18)
5 225 053 37| 67 | 10519 e O el
6 225 070 | %7 | 6.7 60.45 i=l
7 225 0.79 335 | 7.5 48.37 _
: 22.5 0.52 :385) 7.5 | 10228 Las ecuaciones (8) y (17) se utilizan para
g 22.5 0.70 51 78 57.81 Sl
10 322 0.55 35| 7.5 917 Y
11 ggf gzg : 2332 ;; -8’2'52 Debido a que cada observacién tiene una
3 30,1 07 335 | 75 | 4454 desviacion estandar diferente, como se mues-

-Figura 1: Desviacion estandar en la lectura

tra en las figuras 1 y 2, se introduce en los
calculos el factor peso definido comao:

del tiempo, correspondiente a la prueba 2 1 2
iy e ey
(s
0,16
© 014 2
2 0,12 X, i= Ul
T .
® nos X % x e S . :
B ¥ % % Para la realizacion de los caiculos se preparo
2 004 i X % un programa en Visual Basic. El coeficiente a
8 ooz de la ecuacion (8) se tomo igual a 1, mientras
2 : ; : ‘ que el factor de contraccion, K se calcula de
5 10 15 20 25 30 35 .
3 acuerdo a la ecuacién (20):
Ahura de liguido, cm
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Debido a gue la relacién de digmetros tubo a
tanque es pegueiia, el factor K en todas las
pruebas resulta en un vaiorigual a 0.449.

Los parametros de las ecuaciones (16) y (17),
obtenidos del ajuste, se muestran en la Tabla
3. Enlasfiguras 3y 4, jos parametros Ay B de
la ecuacion (16) se presentan en funcién del
diametro del tubo.

Tabla 3: |las constantes de las ecuaciones
16y 17 obtenidos por regresion.

‘Pruebai Caracieristicas del iubo : Aliura dz liguideTiempo
exp. i Longitud cmiDiametre,cm Ho,cmi Hi, cm | promedio, s

1 30.1 0.68 32.7 8.7 64.8%
2 38.8 0.69 32.7 6.7 64,11
3 45 4 (.69 32.7 8.7 62.07
4 22.7 0.79 32.7 6.7 47.85
5 22.5 0.53 2.7 8.7 185.19

6 22.5 0.70 27 67 50.45
74 225 0.79 335 Tie] 46,37
8 22:5 0.52 33.5 7.5 102.28
9 . z22.5 0.70 33.5 5 57.81
10 34.2 0.55 33.5 75 81.7
A 33.5 0.70 33.5 7.5 78.58

- 12 i 0.70 33.5 7.5 62.76
i 30.1 0.79 33.5 5 44 54

Figura 3: Parametro A, de la ecuacion de
Prandtl
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Figura 4: Parametro B, de la ecuacion de
Prandtl
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La velocidad experimental se calcula a partir
de la siguiente ecuacion:

v (D) AH
ol ) A

Una grafica de |a velocidad experimental frente
a la altura media enire cada intervalo se muestra
en las figuras 5, 6 y 7. En las mismas figuras
aparece la velocidad calculada con la ecua-
cion(5), el factor de friccion es calculado con
los paréametros de la Tabla 3.

Figura 5: Velocidad experimental y velocidad
calculada de la prueba 2.
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Figura 6: Velocidad experimental y velocidad
calculada de la prueba 8.
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Figura 7: Velocidad experimental y velocidad
calculada de la prueba 13.
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Al llevar a cabo el analisis de regresion se su-
pone gue los errcres son independientes, de
media cero y varianza constante con una dis-
tribucién normal. Si el modelo es correcto, los
residuales definidos como (t_, —t,)representan
a los errores; y la iendencia de los residuales
deben confirmar las suposiciones respecto a
los errores. Debido a que en el ajusie se ha
introducido el factor peso(ecuacion 18), se ha
creido conveniente mostrar graficas de

0.5
@; (Ir'exp—rica!)

frente al tiempo calculado. Las figuras 8, 9y
10 muestran estos residuales para las pruebas
2, 8y 18 respectivamente.

FACTORES DE FRICCION

Lafiguras 11,12, 13 y 14 muestran los factores
de friccién en funcién del nimero de Reynolds
calculados con los parametros de la tabla 3,
asi mismo se muestra el factor de friccién
calculada con la ecuacion de Chen [B].

A
. Tep s0a52 5.8506
—==2lo = io = ReU.SQSI

1

Jfp 37065 Re

La desviacion relativa entre el factor de friccion
calculada con la ecuacion de Cheny la que se
obtiene del diagrama de Moody [1], varia enire
0.01% a 0.36% correspondienies a numeros
de Reynolds 20000 a 4000 respectivamente,
para tubos de paredes lisas(e/D=0).

Ir(ﬁ / D)uogs
2.8257

Figura 8: Residuales de la prueba 2 frente al tiempo calculado por la ecuacion (8).
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la grafica de los factores de friccidn estan
agrupados de acuerdo a los diametros de los
tubos de vidrio usados en las pruebas, como
se muestra en las figuras 11,142,138y 14.

DISCUSION DE RESULTADOS

los resul1ades de es1a investigacion muestran
que las lecturas del tiempo son muy sensibles
a la forma como se llevan a cabo estas; asf
también, efectos como la formacion de vortice
y vibraciones deltangue influyen en la lectura,
aungue en todos los casos no se noté la for-
macién de vortice. En la figura 3 se observa
cierta tendencia de correlacion en la distribucion
de la desviacién estandar. Esta tendencia se
observa en las pruebas 3,8,10y 13; en las ofras

pruebas se nota una distribucién alrededor de
un vaior medio.

Por ejempio en la figura 2, se puede tomar un
valor medio igual a 0.08 s, y nofese que los
puntos se distribuyen alrededor de dicho valor
en un banda de ancho igual 60.04 s.

Para todas las pruebas experimentales, la
distribucion de los residuales muestran cierto
grado de correlacion como se observa en las
figuras 8, 9 y 10. Esta correlacion indica que
los errores no son independienties y gue el
modelo usado para calcular el factor de friccion
es inapropiado por la falta de ajuste a los datos
experimentales. En las figuras 11, 12,13y 14
se observa gue ios factor de friccion calculados

Figura 10: Residuales de la prueba 13

frente al tiempo calculade por la ecuacion (8).
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Figura 11: Factores de friccion frente al nimero de Reynolds. Para la prueba experimentales, los
factores de friccion se calculan con los parametros de la Tabla3.
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con los parametros de la tabla 3 son menores
gue los obtenidos con ia ecuacion de Chen.
Se han realizado calculos de regresion para
cuando el factor de contraccién es cero, estos
resultados no se muestran aqui, pero debe in-
dicarse gue en este caso los factores de fric-
cion resultan ser mayores gue los calculados
en la ecuacion de Chen. En la ecuacion 8, el
coeficiente a se tomé como constante y K se

estima de la ecuacion 20. En realidad a depen-
de del nimero de Reynolds y es un coeficiente
gue toma en cuenta el hecho de que en régi-
men turbulento el perfil de velocidades no es
uniforme. Para Reynads = 4 x 10° 2=1.08, y
Reynolds =3.2x 10® 2 = 1.03. En los célculos
de regresion setomd a = 1, y puede esperarse
que la variacion de este factor con el nimero
de Reynolds no afectaré sustancialmente los

Figura 12: Factores de friccion frente al numero de Reynolds. Para las pruebas experimentales, los
factores de friccion se calculan con los parametros de la Tabila 3.
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Figura 13: Factores de friccion frente al numerc de Reynolds. Para las pruebas experimentales, los
factores de friccién se calculan con los parametros de la Tabla 3.

0,035
0,03
by
g L8254 ¢ Prueba 5, d=0.53
= B Prueba 8 d=052
e 002 +—
:g 4 Prueba 10, d=0.55
[*]
= 0015 i =K Chen
@
T .
S 0.01 - AbbAbAhbrhbirbbbhbrbbbbhAhbihAA
E £ T EF 63 8¢ 60000ttt o0tt ettt e
0005 +—— B EE E N N E EEENEDENESEEEERE FEE =
o} . . . . 5 ; : ’
9000 9500 10000 10500 11000 11500 12000 12500 13000 13500

Nimero de Reynolds

14000

64



Figura 14: Factores de friccion frente al nimero de Reynoids. Para las pruebas experimentaies.ios
factores de friccion se calculan con los parametros de la Tabla 3.
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resultados en la determinacion del factor de
friccion. Porotro lado, el coeficiente K se estima
a partir de la geometria del sistema, y en todas
las pruebas su valor fue de 0.449. Resultados
gue no se muestran aqul indican una variacion
sustancial en el factor de friccion con el
coeficiente K.

Sila finalidad de la ecuacién 8 es la de predecir
el tiempo de drenado, la Tabla 4 muestra que
dicha ecuacién es bastante aproximada.

En la tabla 4, se compara el tiempo
experimental y el tiempo calculado cuando el
liquido drena entre dos aliuras especificadas.

La méaxima deswiacion porcentual absoluta
hallada es de 1.1%.

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

Los resultados de este trabajo indican una falta
de ajuste del modelo de Prandtl con los datos
experimentales. Esto puede deberse a errores
en el procedimienio experimental o deficiencias
en el modelo.

Se debe estudiarta inclusion de otros modelos
para la distribucién de velocidades, tales como
los desarrollados por Von Karman y Wang [4],
estas son mas complejas que la ecuacion de

Tabla 4: Desviacion porcentual entre el tiempo experimental y el valor calculado.

. Caracteristicas del tubo  |Altura de nivel del liquido Tiempo de drenado, s Desviacion
Prueba | Longitud cm |Didmetro.cm; Inicial(HO) | Final(Hf) |Experimental; Calculado |porcentual
1 30,1 0,68 32,70 8,70 64,89 65,03 -0,22
2 38.8 0,69 32,70 6,70 64,11 64,04 0,11
3 454 0,68 32,70 6,70 62,07 62,76 -1,11
£ 227 0,79 32,70 6,70 47,95 48,10 -0,31
5 225 0,53 32,70 6,70 105,18 104,68 0,48
6 22,5 0,70 32,70 6,70 60,45 860,24 0,35
7 22,5 0,79 33,50 7,50 46,37 48,51 -0,30
e 22,5 0,52 33,50 7,50 102,28 102,80 -0,51
9 22,5 0,70 33,50 7,50 57,81 57,92 -0,19
34,2 0,55 33,50 7,50 a1, 70 91,54 0,17
33,5 0,70 { 33,50 7,50 78,58 78,74 -0,20
30,1 0,70 33,50 7,50 62,76 62,75 0,02
30,1 0,79 33,50 7,50 44 54 44 36 0,40
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Prandti pero ajustan mejor a los datos experi-
mentales de velocidad puntual en el interior del
tubo.

la tecnica experimental debe corregirse para
obtener lecturas confiables y que estos sean
estadisticamente independientes.

Es conveniente realizar un analisis de regresion
para determinar a partir de datos experimenta-
les el factor de contraccion(K). Para esio debe
utilizarse tubos de vidrio de longitud pegueia,
de tal manera gue las pérdidas de energia por
friccion en el tubo sean despreciables.

las ecuaciones 5y 8 se simpilifican al eliminar
el término donde aparece el factor de friccion,
estas ecuaciones quedan solo en funcién de
K.

NOMENCLATURA
Constante en la ecuacion 14
Constante en la ecuacion 14
Diametro del tanque.
Diametro del tubo.
Factor de friccion de Darcy.

Aceleracion de la gravedad, 981

cmis2

a. Factor de conversion de unidades de
fuerza a unidades de masa, 1 N m/
Kg s

H Altura de la superficie libre del liguido
medido desde |a base del tanque.

H_ H, Alturas inicial y final respectivamente.

K Factor de perdida de energia por
contraccion.

o R T T vy T B

L Longitud del tubo,

- Constante en la ecuacién 17.
n Constante en la ecuacion 17.
Re  Numero de Reynolds.

r Distancia medida desde el centro del
tubo.

oo e o

<

[1]

[l

(3]

[4]

(6]

Tiempo de drenado

Velocidad puntual en el interior del tubo.
Velocidad de corie, ecuacion 10.
Velocidad promedio.

Velocidades calculada con Ho dela
ecuacion 5.

Velocidades calculada con H, de la
ecuacion 5.

Distancia medida desde la pared del
tubo.

Fact.CK de correccion por cambios en
el perfil de velocidades

Funcion sumatoria de residuales al
cuadrado.

Viscosidad del liguido.
Densidad del liguido.

Desviacion estandar
Factor pesc definida por la ecuacion 19.
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