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Abstract: Experimental data of efflux time for tank with exit pipe are compared with values calculated by unsteady-state
modsl(NoE) and quasi-steady-state model(SE). The time required to draln the tank calculated by boths model give the
same results when the step size is 0.1 seconds in the numerical solution of modal NoE. In some instences the calculations
with the NoE modsl give a deviation of +1% respect to the experimental value.
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Resumen: Datos experimentales del tismpo de drenado de un liguide desde un tanque a través de un tubo, se
comparan con los valores calculados por los modelos da estado no estacionario(NoE) vy el de seudo estacionario(SE).
El tismpo final de drenado calcuiado por ambos modelos dan el mismo resultade cuando se utlliza un tamario de paso
igual a 0.1 sagundos en la solucién numérica del modelo NoE. En algunos casos los célculos con el modelo NoE dan una

desviacién de 1% respecto al valor experimantal.
Palahras claves: Drenado, modelos, simulacin.

INTRODUCCION

El drenade de un llquido desde un tanque a
través de un tubo constituye un problema inte-
resante de ingenieria quimica que permite ana-
lizar y comparar el comportamiento de un sis-
tema bajo diferentes situaciones de compleji-
dad. Ei problema es un ejemplo tipico de una
operacién en estado no estacionario, donde la
altura del Ilquide en el tanque y la velocidad del
liguido en el tubo cambian con el tiempo.

Las operaciones en estado no estacionario se
simulan a través de un sistema de ecuaciones
diferenciales que a veces no pueden resolver-
se anallticamente. En contraste, si suponemos
una operacién seudcestacionartio se simplifi-
can alguna de las ecuaciones diferenciales y
es posible arribar a una solucién analitica.

La suposicién de estado seudoestacionario nos
permite un manejo matematico de las
ecuaciones relativamente fécil; pero se pierde
rigurosidad en el comportamiento real del sis-
tema, y los resuitados pueden diferir
sustancialmente de una situacion a otra.

En el presente trabajo se deducen los
modelos de estado no estacionario y
seudoestacionario. El modelo de estado no es-
tacionario esta conformado por dos ecuaciones
diferenciales ordinarias que se resuelven nu-
méricamente con €l método de Runge-Kutta-
Felhberg. Los resultados de ambos modelos
se comparan con datos experimentales.
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FUNDAMENTOS

Lafigura 1 muestra un esquema del sistema
de drenado de un liquido contenido en un tan-
que de base plana conectado a un tubo de dia-
metro y longitud conocida. Inicialmente, el li-
quido llena el tubo y el tanque; luego el fiquido
se deja caer libremente sin desalojar el tuboe.

Balance de materia en el tanque

Del balance de materia en el tanque, obtene-
mos la variacién del nivel del llquido en funcién
del tiempo:

daH _ (dY y
dt D (1)
Separando variables, integramos la ecuacion(1);
obtenemos:

(DY "paH’
dal J = (2)

H, Vv

El término del lado derecho se integra por par-
tes vy se obtiene:

2 H v,
=2 ﬁh—iqggé-dv (3)
d Vo Ve SV

En esta (ltima ecuacién, se supone que el il-
quido es instantdaneamente acelerado hasta



alcanzar la velocidad v, el cual es diferente de
cero.

Balance de energia mecéanica en estado
seudoestacionario

Aplicando la ecuacién de la énergia mecanica
entre la superficie libre del liquido y el extremo
de salida en el tubo, obtenemos la ecuacion (4):
v 2
a— +Lw, =—"-(H+L
2g, 'y = ) )

La energia perdida por efectos de friccion se
estiman a partir de 1a ecuacién (5), donde se
incluye el factor de contraccién:

2 2
v

+ K,
2g d ‘2g. (5)

"'fo

La combinacidn de las ecuaciones (4) y (5) da
como resultado la ecuacion (6):

F(v)=(06+fD~§~+Kc)v2—2g(H+L)=0 (6)

A partir de la ecuacion (5), se determina la ve- .

locidad del liquido en el tubo para cualguier al-
tura de nivel del liquido en el tanque. Como el
factor de friccién depende de la velocidad, la
solucion de la ecuacion (5) se debe realizara
través de un procedimiento iterativo.

El factor a toma el valor de 1 en régimen turbu-
lento y 0,5 para régimen laminar. El factor de
friccion f, en régimen turbulento se calcula de
la ecuacion de Colebrook:

Figura N°1: Esquema dal sisterna de drenado de un
liquide desde el tangue de base plana

Ecuacion de la cantidad de movimiento en
estado no estacionario

Haciendo un balance de cantidad de movimiento
entre los extremos del tubo, obtenemos:

d(vm)
dr =pv, —pV; + RS, —BS,-F+mg
| (8)
Donde: V=Y, pEp,=p
S = 8,=(n/4)d?

P.=Presion atmosférica + pgH.

P,=Presién atmosférica.
m= p(n/4)d?L=masa de liquido.

F= Fuerzas de friccién sobre las paredes del
tubo + Fuerzas de friccion en la contrac-
¢ién + Fuerzas de friccién en la expansién.

1 f T a1 2
=(mdl)y=pv* iz 1k Eah=
(7 )zpv 1 c(‘4 )29v
Fiq 1
+K (—dy—pv*
e(4 )2PV

Reemplazando todas estas relaciones en la
ecuacién (8), obtenemos después de acomo-
dar:

HLD V' flL
dt =5 oY

Los factores de contraccién y de expansion de-
penden de la geometria del sistema. Se calcu-
lan como sigue:

2 2 V2
K, =045 [1—%] K, (1—%) (10)

En nuestro caso normalmente la relacién d/D
es << 1, luego K =045y K =1.

+K, +K,) (9)

Solucidn de las ecuaciones de balance
Modelo seudoestacionario

Eltérmino (H/v?) de |la ecuacién (3) se obtiene
de la ecuacion {6}; reemplazando obtenemos
finalmente:

2
H,+L
t=(2]|:HO+L_ . +a+Kc(vO_vf)}

d V v, 2g
D 2
+[d][2gd2 ijdRe} (M)
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La integral del lado derecho de la ecuacion (11)
se calcula con el método de [a cuadratura de
Gauss de 15 puntos. Las velocidades requeri-
das en la ecuacién (11) se calculan de la ecua-
¢idn (6) con el método de Newton-Raphson.

Modelo de estado no estacionario

El modelo de estado no estacionario esta cons-
tituido por las ecuaciones diferenciales ordina-
rias (1) y (9). Estas ecuaciones se resuelven
con la condicion inicial de t=0 v=0y H=H .

Dado que es muy dif{cil obtener una solucién
analitica del modelo de estado no estaciona-
rio, es gue se adopta un método numérico para
integrar las ecuaciones diferenciales. En este
trabajo se utiliza el metodo de Runge-Kutta-
Fehiberg(RKF). Utilizando diferencias finitas,
las ecuacionss (1) y (9) se expresan como
sigue:

H, K =H, +g(v)At (12}

Vi =V +@(v, H)At (13}
La funcién g(v) esta dada por el lado derecho
de la ecuacion(1). La funcién ¢ (v,H) se calcula
como sigue: ’

¢(V,H)=mk1+nk3+pk4 (14)
+ gk, + rk,

Ponde las constantes m, n, p, q, r estan dades
por el método de RKF, y las funciones k,, k,,
k,. K, ¥ k corresponden al lado derecho de fa

ecuacion (9). .
DATOS EXPERIMENTALES

El equipo experimental consiste en un cilindre
de base plana que reposa sobre una estructu-
ra metdlica; un tubo de vidrio se encuentra aco-
plado al lado del cilindro, el cual permite con-
trolar el nivel deliiquido en el tanque; en la base
del tanque se encuentra una conexion roscada
para unir tubos de vidrio de diferentas didme-
tros y longitudes.

El tubo que controla el nivel del liquido es mar-
cado en intervalos de 2 centimetros. Inicialmen-
te, ei liquido liena el tanque y el tubo hasta una
altura (H,) medida desde la base del tanque. El
liquido se deja caer libremente y se lee el tiem-
po cada 2 centfmetros, con un cronémetro
digital de precisién de 1 centésimo de segun-
do. El tiempo final de drenado corresponde a
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una altura final(H,), medido a partir de la base
del tanque, y por encima del punto donde esta
conectado el tubo que controla el nivel del li-
quido en el tanque.

Se realizaron 13 pruebas experimentales. La
temperatura del agua fue de 21°C. Para los
calculos, la densidad v la viscosidad se tomdé
como 0,998 g/cm? y 0,01002 g/cm s, respecti-
vamente. :

La Tabla 1 muestra el tismpo final de drenado
segun las caracteristicas de los tubos. Nétese
que si bien la prueba 6 y 2 corresponden al
mismo tubo, el tiempo final de drenado es lige-
ramente diferente debido a que la altura iniciat
y final del nivel de liquido en el tanque son dife-
rentes en ambas pruebas. Se puede observar
de la Tabla 1 que el tiempo de drenado varfa
inversamente proporcional al diametro del tubo.
Por otro lado, no se observa relacidn entre la
longitud del tubo y el tiempo final de drenado.

RESULTADOS DE LOS CALCULOS

Los céalculos se realizaron considerando K =0,
K=1ya=1.

Tabla 1: Tiempo experimental de drenado.

Prueba {Caracteristicas del tubo  [Aturadeliquido| Tiempo
axp. |Longliud om | Didmetro,cm| Ho,om | Hf, cm [promedio, s
1 30,1 0,69 27| &7 54,89
2 38,8 0,69 327 6,7 64,11
3 454 0,69 327 6,7 62,07
4 227 0,79 327 6,7 47,95
5 22,5 0,53 327 | 67 105,19
6 225 0,70 327 6,7 60,45
7 22,5 0,79 335 | 75 46,37
8 225 0,52 33,5 75 102,28
9 225 0,70 335 7.5 57,81
10 34,2 0,55 5| 75 91,7
11 33,5 0,70 33,5 75 78,56
12 301 0,70 335 7.5 62,76
13 30,1 0,79 335 75 44,54

La Tabla 2 muestra el tiempo final de drenado
calcutado con el modelo seudoestacicnario(SE)
y el modelo de estado no estacionario(NoE).
En el caso del modelo Nok, la integracién se
realiz¢ para un tamafio de paso At=0.1y para
At variable pero menor que 0,1.

De |la Tabla 2 se ohserva que el tiempo final de
drenado calculado con el medelo SE y el mo-
delo NoE{At=0.1) dan los mismos resultados.
Si eltamafio de paso en fa integracién numéri-
ca se reduce(<0,1), el tiempo final de drenado
calculado por el modelo NoE coincide con el
valor experimental, como puede observarse en
las pruebas 1, 2,3, 4, 7y 12.



Tabla 2: Tiempo de drenado segtin Modslos SE y NoE

Prueba {Modelo SE|Modelo NoE(a=0.1) Madelo NoE
N seg |Hficms) seg IHfems)| A seg
1 62,42 €71 62,7 6,71 0,025 | 64,57
2 61,81 8.7 62,2 87 0,025 | 64,42
3 61,48 8,71 61,9 67 | 005 ] 627
4 46,23 6,73 46,4 6,71 | 0,025 [ 48,02
5 1176 6,72 17,7 87 0,015 | 1203
6 61,11 6,71 61,3 6,7 0,026 82,8
7 45,78 7.55 459 7,52 0,05 | 46,45
8 121,748 7,51 1219 7.5 0,01 | 1261
9 60,48 7,53 60,6 75 0,01 | 65,48
10 106,73 7.5 107 75 0,01 | 1127
11 59,56 7.5 59,9 7.5 0,01 | 66,36
12, 59,79 7.5 60,1 7.5 0,025 | 61,87
13 44,98 7.5 45,3 7.5 001 | 51,75

Tabla 3: Tiempo de drenado segun didmetro dst tubo.

Prusba| Longitud | Didmetro |Experim. |[Mbdelo SE [MNSE(0.1) [MNoE{<G1)
N° oms oms seg seg 88g seg
8 225 052 10228 | 121,748 1219 126,07

225 053 105,19 1176 17,7 120,93
10 342 0,56 o7 106,73 107 11273
1 30,1 69 84,80 6242 827 6457
2 388 059 84,11 8181 622 6442
3 454 0,69 6207 61,46 619 €27
§ 25 0,70 €045 61,11 61,3 628
9 225 070 57,81 6048 806 €549
11 335 0,70 7858 50,56 59,9 66,36
12 ao,1 0,70 82,76 59,79 60,1 5197

27 0,79 4795 46,23 464 4802
7 225 079 48,37 4578 459 4645
13 30,1 0,79 44,54 44,96 453 51,75

La Tabla 3 presenta el tiempo final de
drenado experimental y los calculados por
los modelos SE y NoE, ordenados segun el
didmetro de los tubos. La tabla muestra que
ambos modelos, SE y NoE, fallan para cuan-
do el diametro del tubo es alrededor de 0,5
cms, como es el caso de las pruebas 5,8 y
10. La misma Tabla 3 indica que el modelo
NoE predice un tiempo final de drenado
mayor cuando se reduce el tamafio del
paso(<0,1) en la integracién numérica del
método de RKF.

Tabla 4: Deswviacion porcentual entre el valor experimental
y los calculados de modelos NoE v SE

Prueba | DIdmelre |Exparim. [Modelo SE {M.NoE(C.1) |M.NoE(<(.1)
N sms sey % % Yo
8 52 102,28 -19.0 -19.2 -23.3
5 0,83 106,19 -i1.8 -11,9 -14,4
10 0.56 81,7 -16,4 -16.7 -22,9
1 0,68 64,89 38 3,4 0.5
2 0,68 64,11 3.6 .0 -0.5
3 0,69 62,07 1,0 0,3 -1,0
6 0.70 60,45 1.1 1,4 -39
9 0,70 57,81 -4,6 4,8 13,3
11 .70 78.58 24,2 23,6 15,6
12 0.70 82,76 4.7 4,2 1,3
4 0,79 47,95 3.6 3,2 0,1
7 0,79 48,37 1,3 1,0 -0,2
13 0,78 44,54 -1,0 -1.7 -16,2

La Tabla 4 muestra la desviacién porcentual
antre el valor experimental y los valores calcu-
lados.

La desviacién porcentual se calcula como si-
gue:

%desviacion =100] T o
téxp

Se nota de la tabla 4 que las desviaciones
son grandes para tubos de diametros de 0,5
cms con cualquiera de los modelos. Para dia-
metros mayores a 0,5 c¢ms y sin considerar
las pruebas 9, 11 y 13, las desviaciones por-
centuales son del orden de £1% segun el
maodelo NoE cuando At= < 0.1. El analisis
acerca del tiempo final de drenado, es solo un
analisis puntual. En realidad debe examinar-
se el perfil de drenadc para observar el com-
portamiento de los modelos, SE y NoE. El
perfil de drenado es una gréfica de altura de
liquido{H) frente al tiempo.
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Figura 2: Perfil de drenado para la Prueba 1{At=0.1}

Para |la Prueba 1, las figuras 2 y 3 muestran el
perfil de drenado experimental y los calcula-
dos por los modelos SE y NoE. Para un tama-
fic de paso At=0.1, el modelo NoE predice los
mismos valores que el modelo SE, al punto de
gue ambas lineas que representan a cada mo-

delo se confunden en una sola; como se ve en
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Figura 3: Perfil de drenado para la Prueba 1(At=0.025)
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lafigura 2. Por otro lado, en la figura 3 para un
tamafio de paso At=0.025, el modelo NoE pre-
dice un perfil gue en los primeros instantes va-
ria lentamente, y luego disminuye en forma pro-
gresiva. Nétese que hacia el final, la Iinea de
valores calculados ajusta bien a los datos ex-
perimentales, caracteristica que se cbservaen
la maycria de [a pruebas experimentales, ex-
cepto la prueba 11.
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Figura 4: Perfil de drenado para la Prueba 4(At=0,025)

La figura 4 corresponde a los resultados de la
Prueba 4 cuando el tamafio de paso es de 0,025
segundos en los calculos con el modelo NoE.
Nétese que para cumplir la condicién en t=0 la
derivada dH/dt = 0, el perfil de drenado se cur-
va en los primeros instantes. La pendiente del
perfil de drenado varia al inicio; posteriormente
la forma casi lineal del perfil indica una pen-
diente menos variable.

Las figuras 5 y 6 corresponden a los resulta-
dos de las pruebas 5 y 11 respectivamente.
Para ambas pruebas, ninguno de los modelos
predice satisfactoriamente el perfil de drenado.

Un diferencia a resaltar entre los modelos, SE
y NoE, lo constituye la prediccion de la velo-
cidad del liguido en el tubo. El modelo SE pre-
dice que el liquido es acelerado instantanea-
mente en un intervalo AH bastante corto, de
tal manera gue se puede considserar que para
la altura inicial H, , 1a velocidad del liquido es
diferente de cero. Para todas las pruebas ex-

Experimental
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Tiempo(seq)

Figura 5: Perfil de drenado para la Prusba 5{At=0.015)
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Figura 6: Perfil de drenado para la Prueba 11{At=0.01)
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Figura 7: Velocidad calculada con los modelos SE y
NOE(At=0.025}, Prueba 1

perimentales, el modelo SE predice un régi-
men de flujo turbulento. En cambio, el modelo
NoE da como resultado una velocidad que se
incrementa desde cero hasta un valor maxi-
mo, y luego disminuye lantamente. Asf se ob-
serva en las figuras 7 y 8, correspondiente a
las pruebas 1y 7 respectivamente.

En todas las pruebas el tiempo a la cual la
velocidad es maxima aumenta cuando ef ta-
mafio de paso utilizado en le método de RKF
disminuye. Asf, cuando el tamafo de paso es
alrededor de 0.1 segundos, se halla que la
maxima velocidad ocurre en los primeros 6
segundos. Si el tamafio de paso es menor a
0.1, la velocidad méaxima ocurre alrededor o
mas alld de los 10 segundos. El modelo NoE
predice un cambio de régimen laminar a tur-
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Figura 8: Velocidad calculada con los modelos SE y
NQE(At=0.05), Prusba 7



bulento en los primeros instantes. Para régi-
men laminar, el factor de friccién se calcula
como f, = 64/Re.

CONCLUSIONES

La solucién numérica del modelo de estado
no estacionario(NoE} con un tamafio de paso
igual a 0,1 segundos produce los mismos re-
sultados que el modelo seudoestacionario
{SE). Para un tamafio de paso menor a 0,05
segundos, el modelo NoE predice, en algu-
nos ¢asos, un tiempo final de drenado con una
desviacion de + 1% respecto del valor experi-
mental.

La comparacién con los resultados expetimen-

tales muestra que ambos modslos, NoE y SE,
fallan para cuando el diametro del tubo es alre-
dedor de 0,5 cms.

Para estimaciones rapidas, el tiempo final de
drenado puede calcularse con el modelo
seudoestacionario (SE).

NOMENCLATURA
D =Diametro del tanque.
d =Diametro del tubo.
f, =Factor de friccion de Darcy.
=Aceleracién de la gravedad, 981 cm/s?,

=Factor de conversién de unidades de fuer-
Za a unidades de masa, 1 N m/Kg s2.

H =altura de la supetficie libre del liquido me-
dido desde la base del tangue.

H, =H, Alturas inicial y final respectivamente. -

K_ =factor de perdida de energla por contrac-
clén.

K. =factor de perdida de energia por expan-
sién.

k,, Ky K, , kg, K, =funciones en la ecuacion 14.

L =longitud del tubo,

m =B825/27648 constante de RKF &n la ecua-
cion 14.

n =18575/ 48384 constante de RKF en la
acuacion 14.

p =13525/ 55296 constante de RKF en la
ecuacion 14.

q =277/14336 constante de RKF en la ecua-
cién 14.

r =1/4 constante de RKF anla ecuacién 14.
Re =numero de Reynolds.

S =seccién transversal del tubo.
=tiempo de drenado.
v =velocidad promedio del liquido en el tubo.
v, =velocidades calculadaparaH=H..
vy =velocidades calculada para H=H,.
o =factor de correccion.
¢ =funcién de Runge-Kutta- Fehlberg.
p  =viscosidad del liquido.
p ‘_ =densidad del Ifquido.
¢ =rugosidad absoluta del tubo.
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