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Abstrae!: Experimental data of efflux time fer tank with exlt pipe are comparad wlth values calculated by unsteady-state 
model(NoE) and quasi-steady-state model(SE). The time required to draln !he tank calculated by boths modal give the 
sama results when the step.size is 0.1 seconds in the numerical solutlon of modal NoE. Jn sorne instances the calculations 
with the NoE modal glve a deviation of ±1o/o respect to the experimental value. 
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Resumen: Datos experimentales del tiempo de drenado de un líquido desde un tanque a través de un tubo, se 
comparan con Jos valores calculados por los modelos de estado no estacionario(NoE) y el de seudo estaclonario(SE). 
El tiempo final de drenado calculado por ambos modelos dan el mismo resultado cuando se utlllza un tamat'lo de paso 
igual a 0.1 segundos en la solución numérica del modelo NoE. En algunos casos los cálculos con el modelo NoE dan una 
desviación de ± 1°/o respecto al valor experimental. 
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INTRODUCCIÓN 

El drenado de un líquido desde un tanque a 
través de un tubo constituye un problema inte• 
resante de ingeniería química que permite ana­
lizar y comparar el comportamiento de un sis­
tema bajo diferentes situaciones de compleji­
dad. El problema es un ejemplo típico de una 
operación en estado no estacionario, donde la 
altura del líquido en el tanque y la velocidad del 
líquido en el tubo cambian con el tiempo. 

Las operaciones en estado no estacionario se 
simulan a través de un sistema de ecuaciones 
diferenciales que a veces no pueden resolver­
se analíticamente. En contraste, si suponemos 
una operación seudoestacionario se simplifi­
can alguna de las ecuaciones diferenciales y 
es posible arribar a una solución analítica. 

La suposición de estado seudoestacionario nos 
permite un manejo matemático de las 
ecuaciones relativamente fácil; pero se pierde 
rigurosidad en el comportamiento real del sis­
tema, y los resultados pueden diferir 
sustancialmente de una sit\Jación a otra. 

En el presente trabajo se deducen los 
modelos de estado no estacionario y 
seudoestacionario. El modelo de estado no es­
tacionario está conformado por dos ecuaciones 
diferenciales ordinarias que se resuelven nu­
méricamente con el método de Runge-Kutta­
Felhberg. Los resultados de ambos modelos 
se comparan con datos experimentales. 

38 

FUNDAMENTOS 

La figura 1 muestra un esquema del sistema 
de drenado de un líquido contenido en un tan­
que de base plana conectado a un tubo de diá­
metro y longitud conocida. Inicialmente, el lí­
quido llena el tubo y el tanque; luego el líquido 
se deja caer libremente sin desalojar el tubo. 

Balance de materia en el tanque 

Del balance de materia en el tanque, obtene­
mos la variación del nivel del líquido en función 
del tiempo: 

dH = -(~)' 
dt D 

( 1 ) 

Separando variables, integramos la ecuación(1 ); 
obtenemos: 

(
D )' Ho dH. 

t= - I-
d H V 

f 

(2) 

El término del lado derecho se integra por par­
tes y se obtiene: 

(D )2[H H 'IH ] t= - - 0 
--

1-+ J-2 dv 
d V0 V! ,

1 
V 

(3) 

En esta última ecuación, se supone que el lí­
quido es instantáneamente acelerado hasta 



alcanzar la velocidad v, el cual es diferente de 
cero. 

Balance de energía mecánica en estado 
seudoestacionario 

Aplicando la ecuación de la energía mecánica 
entre la superficie libre del líquido y el extremo 
de salida en el tubo, obtenemos la ecuación (4): 

v' g 
a - + Lw 1 = -(H + L) (4) 

2 g' g' 

La energía perdida por efectos de fricción se 
estiman a partir de la ecuación (5), donde se 
incluye el factor de contracción: 

Lv 2 v 2 

Lw 1 =f0 --+K,-- (5) 
2g,.d 2g, 

La combinación de las ecuaciones (4) y (5) da 
como resultado la ecuación (6): 

L 
F(v)=(a+f0 -;¡+K,)v 2 -2g(H+L)=O (6) 

A partir de la ecuación (5), se determina la ve­
locidad del líquido en el tubo para cualquier al­
tura de nivel del líquido en el tanque. Como el 
factor de fricción depende de la velocidad, la 
solución de la ecuación (5) se debe realizar a 
través de un procedimiento iterativo. 

El factor a toma el valor de 1 en régimen turbu­
lento y 0,5 para régimen laminar. El factor de 
fricción f0 en régimen turbulento se calcula de 
la ecuación de Colebrook: 

_l_ = l.14-2Log( 
934 + ~J (7) ¡¡;; l Re ffv d 

--- -- -- -- -- -Ho _____ 1H(t) 

J~'. TL -•o 

Figura Nº1: Esquema del sistema de drenado de un 
líquido desde el tanque de base plana 

Ecuación de la cantidad de movimiento en 
estado no estacionario 

Haciendo un balance de cantidad de movimiento 
entre los extremos del tubo, obtenemos: 

Donde: v,=v,, p1=p,=p 
81= S2=(rr/4)d2

• 

P,= Presión atmosférica+ pgH. 
P ,=Presión atmosférica. 
m= p(1t/4)d2 L=masa de líquido. 
F= Fuerzas de fricción sobre las paredes del 

tubo + Fuerzas de fricción en la contrac­
ción + Fuerzas de fricción en la expansión. 

F = (ndL)l._pv 2 Ío + K (!E_d')l._pv' 
2 4 ' 4 2 

7C 1 + K (-d 2 )-pv2 

' 4 2 

Reemplazando todas estas relaciones en la 
ecuación (8), obtenemos después de acomo­
dar: 

dv= (H+L) v2(fºL+K+K) (S) 
dt

8
L 2d '' 

Los factores de contracción y de expansión de­
penden de la geometría del sistema. Se calcu­
lan como sigue: 

K,=0,45(1-~:) K,=(1-~:J (10) 

En nuestro caso normalmente la relación d/D 
es « 1, luego K,=0.45 y K,=1. 

Solución de las ecuaciones de balance 

Modelo seudoestacionario 

El término (H/v2) de la ecuación (3) se obtiene 
de la ecuación (6); reemplazando obtenemos 
finalmente: 

(11) 
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La integral del lado derecho de la ecuación (11) 
se calcula con el método de la cuadratura de 
Gauss de 15 puntos. Las velocidades requeri­
das en la ecuación (11) se calculan de la ecua­
ción (6) con el método de Newton-Raphson. 

Modelo de estado no estacionario 

El modelo de estado no estacionario está cons­
tituido por las ecuaciones diferenciales ordina­
rias (1) y (9). Estas ecuaciones se resuelven 
con la condición inicial de t=O v=O y H=H

0
• 

Dado que es muy difícil obtener una solución 
analítica del modelo de estado no estaciona­
rio, es que se adopta un método numérico para 
integrar las ecuaciones diferenciales. En este 
trabajo se utiliza el método de Runge-Kutta­
Fehlberg(RKF). Utilizando diferencias finitas, 
las ecuaciones (1) y (9) se expresan como 
sigue: 

H;+i = H; + g(v)At (12) 

v;+ 1 =V; +</>(v,H)At ( 13) 

La función g(v) está dada por el lado derecho 
de la ecuación(1 ). La función q, (v,H) se calcula 
como sigue: 

<fJ(v,H) = mk1 +nk3 + pk 4 (14) 

+qk5 +rk6 

Donde las constantes m, n, p, q, r están dados 
por el método de RKF, y las funciones k

1
, k,, 

k k y k corresponden al lado derecho de la 
4 1 5, 6 

ecuación (9). 

DATOS EXPERIMENTALES 

El equipo experimental consiste en un cilindro 
de base plana que reposa sobre una estructu­
ra metálica; un tubo de vidrio se encuentra aco­
plado al lado del cilindro, el cual permite con­
trolar el nivel del líquido en el tanque; en la base 
del tanque se encuentra una conexión roscada 
para unir tubos de vidrio de diferentes diáme­
tros y longitudes. 

El tubo que controla el nivel del líquido es mar­
cado en intervalos de 2 centímetros. Inicialmen­
te, el líquido llena el tanque y el tubo hasta una 
altura (H ) medida desde la base del tanque. El 
líquidos~ deja caer libremente y se lee el tiem­
po cada 2 centímetros, con un cronómetro 
digital de precisión de 1 centésimo de segun­
do. El tiempo final de drenado corresponde a 
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una altura final(H,), medido a partir de la base 
del tanque, y por encima del punto donde está 
conectado el tubo que controla el nivel del lí­
quido en el tanque. 

Se realizaron 13 pruebas experimentales. La 
temperatura del agua fue de 21 ºC. Para los 
cálculos, la densidad y la viscosidad se tomó 
como 0,998 g/cm' y 0,01002 g/cm s, respecti­
vamente. 

La Tabla 1 muestra el tiempo final de drenado 
según las características de los tubos. Nótese 
que si bien la prueba 6 y 9 corresponden al 
mismo tubo, el tiempo final de drenado es lige­
ramente diferente debiqo a que la altura inicial 
y final del nivel de líquido en el tanque son dife­
rentes en ambas pruebas. Se puede observar 
de la Tabla 1 que el tiempo de drenado varía 
inversamente proporcional al diámetro del tubo. 
Por otro lado, no se observa relación entre la 
longitud del tubo y el tiempo final de drenado. 

RESULTADOS DE LOS CÁLCULOS 

Los cálculos se realizaron considerando K,=0, 
K,=1ya=1. 

Tabla 1: Tiempo experimental de drenado. 

Prueba Características del tubo ~tura de líquido llempo 

ª"'· Longitud cm Diámetro, cm Ho,an Hf,cm promedfo,s 
1 30,1 0,69 32,7 6,7 64,89 
2 38,8 0,69 32,7 6,7 64,11 

3 45,4 0,69 32,7 6,7 62,07 
4 22,7 0,79 32,7 6,7 47,95 
5 22,5 0,53 32,7 6,7 105,19 
6 22,5 0,70 32,7 6,7 60,45 
7 22,5 0,79 33,5 7,5 46,37 
8 22,5 0,52 33,5 7,5 102,28 

9 22,5 0,70 33,5 7,5 57,81 

10 34,2 0,55 33,5 7,5 91,7 
11 33,5 0,70 33,5 7,5 78,58 
12 30,1 0,70 33,5 7,5 62,76 
13 30,1 0,79 33,5 7,5 44,54 

La Tabla 2 muestra el tiempo final de drenado 
calculado con el modelo seudoestacionario(SE) 
y el modelo de estado no estacionario(NoE). 
En el caso del modelo NoE, la integración se 
realizó para un tamaño de paso Lit =0.1 y para 
t.t variable pero menor que O, 1. 

De la Tabla 2 se observa que el tiempo final de 
drenado calculado con el modelo SE y el mo­
delo NoE(t.t=0.1) dan los mismos resultados. 
Si el tamaño de paso en la integración numéri­
ca se reduce(<O, 1 ), el tiempo final de drenado 
calculado por el modelo NoE coincide con el 
valor experimental, como puede observarse en 
las pruebas 1, 2, 3, 4, 7 y 12. 



Tabla 2: Tiempo de drenado según Modelos SE y NoE 

Prueba Modelo SE Modelo NoE(o.= 0.1) Modelo NoE 

N° seg Hf(cms) seg Hf(cms) 11 seg 

1 62,42 6,71 62,7 6,71 0,025 64,57 

2 61,81 6,7 62,2 6,7 0,025 64,42 

3 61,46 6,71 61,9 6,7 0,05 62,7 

4 46,23 6,73 46,4 6,71 0,025 48,02 

5 117,6 6,72 117,7 6,7 0,015 120,3 

6 61,11 6,71 61,3 6,7 0,025 62,8 

7 45,78 7,55 45,9 7,52 0,05 46,45 

6 121,748 7,51 121,9 7,5 0,01 126,1 

9 60,48 7,53 60,6 7,5 0,01 65,49 

10 106,73 7,5 107 7,5 0,01 112,7 

11 59,56 7,5 59,9 7,5 0,01 66,36 

12. 59,79 7,5 60,1 7,5 0,025 61,97 

13 44,98 7,5 45,3 7,5 0,01 51,75 

Tabla 3: Tiempo de drenado según diámetro del tubo. 

Pruoba Longitud Diámetro E.>per1m. MldeloSE MNoE(0.1) MNoE(<0.1) 

Nº "'" cms "' sog sog sog 

8 22,5 0,52 102,28 121,748 121,9 126,07 

5 22,5 º"' 105,19 117,6 117,7 120,33 

10 342 0,55 91,7 106,73 107 112,73 

1 30,1 0,69 64,89 62,42 62,7 64,57 

2 38,8 0,69 64,11 61,81 622 64,42 

3 45A 0,89 62,07 61.46 61,9 62,7 

6 22,5 0,70 60,45 61,11 61,3 62,6 

9 22,5 0,70 57,81 60,48 60,6 65,49 

11 33,5 0,70 78,58 59,56 59,9 66,36 

12 30,1 0,70 62,76 59,79 60,1 61,97 

4 22,7 0,79 47,95 41l,23 46,4 48,02 

7 22p 0,79 46,37 45,78 45,9 46,45 

13 30,1 0,79 44,54 44,98 45,3 51,75 

La Tabla 3 presenta el tiempo final de 
drenado experimental y los calculados por 
los modelos SE y NoE, ordenados según el 
diámetro de los tubos. La tabla muestra que 
ambos modelos, SE y NoE, fallan para cuan­
do el diámetro del tubo es alrededor de 0,5 
cms, como es el caso de las pruebas 5,8 y 
1 o. La misma Tabla 3 indica que el modelo 
NoE predice un tiempo final de drenado 
mayor cuando se reduce el tamaño del 
paso( <0, 1) en la integración numérica del 
método de RKF. 

Tabla 4: Desviación porcentual entre el valor experimental 
y los calculados de modelos NoE y SE 

Prueba Diámetro Experlm. Modelo SE M.NOE(0.1) M.NoE(<0.1) 

N' cm• "' % % % 

8 0,52 102,26 ·19,0 -19,2 -23,3 

5 0,53 105,19 -11,8 ·11,9 -14,4 

10 0,55 91,7 -16,4 ·16,7 -22,9 

1 0,69 64,89 3,8 3,4 0,5 

2 0,69 64,11 3,6 3,0 -0,5 

3 0,69 62,07 1,0 0,3 -1,0 

6 0,70 60,45 -1,1 -1,4 -3,9 

9 0,70 57,61 -4,6 -4,8 -13,3 

11 0,70 78,58 24,2 23,B 15,6 

12 0,70 62,76 4,7 4,2 1,3 

4 0,79 47,95 3,6 3,2 -0,1 

7 0,79 46,37 1,3 1,0 -0,2 

13 0,79 44,54 -1,0 -1.7 -16,2 

La Tabla 4 muestra la desviación porcentual 
entre el valor experimental y los valores calcu­
lados. 

La desviación porcentual se calcula como si­
gue: 

"'d . . , ioo(t"' -t'"" ) ·10 esviaczon = 
texp 

Se nota de la tabla 4 que las desviaciones 
son gr&ndes para tubos de diámetros de 0,5 
cms con cualquiera de los modelos. Para diá­
metros mayores a 0,5 cms y sin considerar 
las pruebas 9, 11 y 13, las desviaciones por­
centuales son del orden de ±1% según el 
modelo NoE cuando Al= < O. 1. El análisis 
acerca del tiempo final de drenado, es solo un 
análisis puntual. En realidad debe examinar­
se el perfil de drenado para observar el com­
portamiento de los modelos, SE y NoE. El 
perfil de drenado es una gráfica de altura de 
lfquido(H) frente al tiempo. 
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25 .____~-- ....... Mxleloseu®estacbnwb --1 I ro _____ .... ~ .... '."í .... :{---·-----i 

s 15 ---···--·----~·· ----·---------{ 
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! 
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Figure 2: Partil de drenado para la Prueba 1 (llt=0.1) 

Para la Prueba 1, las figuras 2 y 3 muestran el 
perfil de drenado experimental y los calcula­
dos por los modelos SE y NoE. Para un tama­
ño de paso At=O. 1, el modelo NoE predice los 
mismos valores que el modelo SE, al punto de 
que ambas líneas que representan a cada mo­
delo se confunden en una sola; como se ve en 

X--- M:d:loro~aa;s¡ 

. -.••.• M:d:losarl>E61a:::lcm'b 

§ro-------··--··· .. --·----e . -... 
:E 15 ---·--~'l .. ;,, .. ,=-------1 
<( 

10 --·-----· 

5 -------------·--· 

01--~~~~-~~~~~-~~~--l 
o s m m ro ~ ~ ~ ~ ~ oo ~ ro re 

T""1'«"1ll 

Figura 3: Partil de drenado para la Prueba 1 (llt=0.025) 
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la figura 2. Por otro lado, en la figura 3 para un 
tamaño de paso Al= 0.025, el modelo NoE pre­
dice un perfil que en los primeros instantes va­
ría lentamente, y luego disminuye en forma pro­
gresiva. Nótese que hacia el final, la línea de 
valores calculados ajusta bien a los datos ex­
perimentales, característica que se observa en 
la mayoría de la pruebas experimentales, ex­
cepto la prueba 11 . 

x BcperlmmtaJ 
30 __ M:>delo no estacionarlo(0.025) 

25 ----"'-'~-- · Mxielo seudo estacionarlo 

¡: +-----· ---~,,,__~---~ 
10j-----------~"""'~__j 

o 10 20 30 40 50 

Tiempo(seg) 

Figura 4: Partil de drenado para la Prueba 4(<'>1=0,025) 

La figura 4 corresponde a los resultados de la 
Prueba 4 cuando el tamaño de paso es de 0,025 
segundos en los cálculos con el modelo NoE. 
Nótese que para cumplir la condición en t=O la 
derivada dH/dt =o, el perfil de drenado se cur­
va en los primeros instantes. La pendiente del 
perfil de drenado varía al inicio; posteriormente 
la forma casi lineal del perfil indica una pen­
diente menos variable. 

Las figuras 5 y 6 corresponden a los resulta­
dos de las pruebas 5 y 11 respectivamente. 
Para ambas pruebas, ninguno de los modelos 
predice satisfactoriamente el perfil de drenado. 

Un diferencia a resaltar entre los modelos, SE 
y NoE, lo constituye la predicción de la velo­
cidad del líquido en el tubo. El modelo SE pre­
dice que el líquido es acelerado instantánea­
mente en un intervalo AH bastante corto, de 
tal manera que se puede considerar que para 
la altura inicial H

0
, la velocidad del líquido es 

diferente de cero. Para todas las pruebas ex-

'º +-e,_""'=--- x EXparlmental 

25 
+--·-~_:e~'.'"·.¡¡,.,=- --Modelo no e&taokmarlo(0.015) 

- ·>1:. ~~· • • • • • Modelo seudo estacionarlo 

§ 20 • 
1! 15 x·.~ 

~ 10 x· .. ·-~-
x »<·~ 

o 40 60 

Tlempo(seg) 

60 "º "º 

Figura 5: Partil de drenado para la Prueba 5(<ij,,0.015) 
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Figura 6: Partil de drenado para la Prueba 11(<ij,,0.01) 

250 ... .. ,.. .. .. 
-¡¡; 200 

.. -

/ 
... ... ... 

~ 
... 

~ 
150 

I • ~ 100 1 -
· · · · · · • Mx1elo seudo estaclalarlo 

-

] . 

• 50 Mxlelo no estaclonario(0.025) _ 
> 

o 
o 10 20 30 40 50 60 70 

liempo(seg) 

Figura 7: Velocidad calculada con los modelos SE y 
NOE(<it=0.025), Prueba 1 

perimentales, el modelo SE predice un régi­
men de flujo turbulento. En cambio, el modelo 
NoE da como resultado una velocidad que se 
incrementa desde cero hasta un valor máxi­
mo, y luego disminuye lentamente. Así· se ob­
serva en las figuras 7 y 8, correspondiente a 
las pruebas 1 y 7 respectivamente. 

En todas las pruebas el tiempo a la cual la 
velocidad es máxima aumenta cuando el ta­
maño de paso utilizado en le método de RKF 
disminuye. Así, cuando el tamaño de paso es 
alrededor de 0.1 segundos, se halla que la 
máxima velocidad ocurre en los primeros 6 
segundos. Si el tamaño de paso es menor a 
0.1, la velocidad máxima ocurre alrededor o 
más allá de los 1 o segundos. El modelo NoE 
predice un cambio de régimen laminar a tur-
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Figura 8: Velocidad calculada con los modelos SE y 
NOE(<it=0.05), Prueba 7 



bulento en los primeros instantes. Para régi­
men laminar, el factor de fricción se calcula 
como f0 = 64/Re. 

CONCLUSIONES 

La solución numérica del modelo de estado 
no estacionario(NoE) con un tamafio de paso 
igual a o, 1 segundos produce los mismos re­
sultados que el modelo seudoestacionario 
(SE). Para un tamaño de paso menor a 0,05 
segundos, el modelo NoE predice, en algu­
nos casos, un tiempo final de drenado con una 
desviación de± 1 % respecto del valor experi­
mental. 

La comparación con los resultados experimen­
tales muestra que ambos modelos, NoE y SE, 
fallan para cuando el diámetro del tubo es alre­
dedor de 0,5 cms. 

Para estimaciones rápidas, el tiempo final de 
drenado puede calcularse con el modelo 
seudoestacionario (SE). 

NOMENCLATURA 

D =Diámetro del tanque. 

d =Diámetro del tubo. 

f0 =Factor de fricción de Darcy. 

g =Aceleración de la gravedad, 981 cm/s'. 

g
0 

=Factor de conversión de unidades Ele fuer-
za a unidades de masa, 1 N m/Kg s'. 

H =altura de la superficie libre del líquido me­
dido desde la base del tanque. 

H0, =H, Alturas inicial y final respectivamente. · 

K, =factor de perdida de energía por contrac­
ción. 

K. =factor de perdida de energía por expan-
sión. 

k,, k,. k
4

, k,, k, =funciones en la ecuación 14. 

L =longitud del tubo. 

m =825/ 27648 constante de RKF en la ecua­
ción 14. 

n =18575/ 48384 constante de RKF en la 
ecuación 14. 

p =13525/ 55296 constante de RKF en la 
ecuación 14. 

q =277 / 14336 constante de RKF en la ecua­
ción 14. 

=1/4 constante de RKF en la ecuación 14. 

Re =número de Reynolds. 

S =Sección transversal del tubo. 

t =tiempo de drenado. 

v =velocidad promedio del líquido en el tubo. 

v, =velocidades calculada para H= H,. 

"i =velocidades calculada para H=Hr 

a. =factor de corrección. 

ti> =función de Runge-Kutta- Fehlberg. 

µ =viscosidad del líquido. 

p =densidad del líquido. 

e =rugosidad absoluta del tubo. 
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