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LAS ESPIRALES, FUNCIONES BESSEL Y SISTEMAS OSCILANTES
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Abstract-It is shown a mathematics analysis that link spirals, differential equations of second order of the
Bessel function type and the oscillant systems with constant and variable frequency. It is found that the
oscillant systems are consecuents to a spiral mathematical functions and Bessel is only some of its
varieties. Consequently is shown an exact solution of the Bessel equations which does hot require tables.
The math model it is a tool which will be used to simulate oscillant phenomena with. variable frequency
that is show up in solid-liquid interface, adsorption, crystallization, condensation and solidification.
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Resumen-Se realiza un analisis matematico que demuestra la relacion existente entre las espirales, las
ecuaciones diferenciales de segundo orden del tipo de las funciones Bessel y de los sistemas oscilantes
con frecuencia constante y variable. Se encuentra que los sistemas oscilantes son consecuentes a
funciones matematicas de forma de espiral y que una de sus variedades son las funciones Bessel. Por
consiguiente se presenta en este trabajo una solucion exacta a las ecuaciones Bessel cual no requiere
de las clasicas tablas. El modelo matematico obtenido es una herramienta que podra emplearse en la
simulacion de los fendmenos oscilantes con frecuencia variable cuales se presentan en las interfases
soélido-liquido, adsorcién, cristalizacion, condensacion y solidificacion.
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INTRODUCCION ensefianza de estas interesantes funciones
matematicas asi como la de lograr un mejor
entendimiento delos fenémenos oscilantes
ocurrentes en los fendémenos fisicos vy
guimicos.

La Ingenieria Quimica desde sus inicios
ha hecho uso intensivo de las herramientas
matematicas para solucionar los complejos
problemas de transferencia de momentos,

calor y masa. LAS ESPIRALES CILINDRICAS

Un sector de estas herramientas son las
ecuaciones diferenciales de segundo orden
con coeficientes variables tales como las

Son las espirales de mayor simplicidad,
en la Fig. 1 se muestra un ploteo tridimen-
sional en coordenadas rectangulares,

ecuaciones de Euler y Gauchy y las dante

funciones Bessel, ’cuales se solucionan X =r. cos(@) (1-a)

empleando el método de las aproxi-

maciones numéricas. y =r. sen(@) (1-b)
El propésito del presente trabajo es

presentar una nueva perspectiva para la z=z (1-c)
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Fig. N°1_Ploteo Superficial de una Espiral Cilindrica.

Las ecuaciones parameétricas seran : \ = g

i=0.N-1
z 6=1i.[ 6n/(N-1)]
=, . b . Q1 Rt i
R:=1 Xi =R cos<9i> Yi =R sm(ei) | Zi = —N——;-lo
Las Proyecciones axionométricas, lateral y de fondo seran :
ESPIRAL CILINDRICA PROYECCION LATERAL
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0 o=t
x , ¥ , 4 X Z

Proyeccién en el Plano x-z
VISTA DE PLANTA

Debe observarse que las funciones
sinuosoidales son proyecciones o vistas
laterales de una funciéon espiral
principal en este caso de una espiral
cilindrica(r, @, z) en los planos x-z €
y-z, y la vista de planta de Ia

misma espiral es una circunferencia
que para propositos didacticos sirve
de base para explicar la repitencia
de las funciones trigonomeétricas con
angulos mayores de 360°. Asi por
ejemplo, sen(420°) = sen(60°).
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LAS ESPIRALES CILINDRICAS
AMORTIGUADAS CON FRECUENCIA
CONSTANTE

En la Fig. 2 se presenta un ploteo
tridimensional de wuna funcién espiral
amortiguada. Nuevamente se observa que
las proyecciones a los planos x-z e y-z son
funciones sinuosoidales amortiguadas que
aparecen frecuentemente en los primeros
textos de fisica para explicar los
movimientos oscilatorios [1].

Por su naturaleza los movimientos
oscilatorios son cambios secuenciales de
energia potencial y energia cinética. Tal es
el caso del sistema oscilatorio unificado
Masa - Resorte o vibraciones de materiales
rigidos o de liquidos en vasos
comunicantes entre muchos otros
fendmenos. Las ecuaciones que simulan
dichos movimientos son del tipo:

y'tay+by = Px) (2)

donde : ay b son constantes y P(x) es cero
o una funcion dependiente de x.

La solucidon general de esta ecuacion
diferencial considerando P(x)=0, es:

y = Cyq. exp(ri.x ) + Cy . exp(rz . X) (3-a)

si se diese el caso de que ry yr, fuesen
imaginarias, la solucion tendria la forma :

y = exp(-a.X)[A.cos(p.x) +B sen(B.x)] (3-b)

Para los estudiantes debe ser mas
comprensible la razén por la que la
funciones sinuosoidales (coseno o seno)
que se obtienen de las proyecciones de la
espiral sobre los planos x-z e y-z modelan
ambos e independientemente los
movimientos oscilantes.

En el grafico mostrado debe también
observarse que aunque la funcion es
exponencialmente amortiguada, la
frecuencia de oscilacion es constante vy
puede evaluarse de la ecuacion (2)

f=lb=(al2) (4)

a vista de planta de esta funcidon es una
espiral plana Fig. 2.

LAS ESPIRALES CON FRECUENCIA
VARIABLE

Las espirales son funciones que han
sido renuentes al tratamiento matematico,
sin embargo se presentan en la naturaleza
con bastante periodicidad sea en los
fendmenos coésmicos, fisicos, biolégicos y
quimicos. Se puede considerar que ello se
debe la estrecha relacién con los cambios
alternados de energia potencial y cinética
(Primer Principio Termodinamico), estos
fendmenos se analizan mejor a través de
balances diferenciales de energia .

La espiral mas conocida es la de
Arquimedes, definida como la curva
descrita por un punto que se mueve a
velocidad constante v y que gira
alrededor del polo con una velocidad
angular constante o . La ecuaciéones r=a
.6 donde a=v/ o yelangulode barrido
es en este caso denominado 6 .

La ecuaciones de espirales ‘mas
conocidas son:

La espiral de Arquimedes

r.o1 = constante (5-1)

La espiral Hiperbdlica tiene la forma
r.0 = constante (5-2)

La espiral Logaritmica

r eK? = constante (5-3)
donde k=ctga

La espiral exponencial
r.8" = constante (5-4)

donder y 6 son las variables.
La ultima expresion (5-4) puede
escribirse asi :

r=constante . ™"

Si consideramos que el exponente n
sea una raiz imaginaria de la forma
-a +/- 1. la expresion se transformaria
en la forma :

y =const. exp [(-o-/+ip ) x ] (6-1)
y = const. exp(-a.x).exp(-/+ i.p. X ) (6-2)

y; = const. exp(-a.x).(cos(B. x) - i sen(B. x)) (6-3)

y, = const.exp(-a.x).(cos(B. x) +isen(B. x)) (6-4)
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Fig N°2  Ploteo de una Espiral con Tres Vectores x-y-z
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INDUCCION A LA ECUACION GENERAL A PARTIR DE UNA SOLUCION

La ecuacion diferencial que simula los fenémenos oscilantes amortiguados con frecuencia
variable es la siguiente :

2 s 1] 412 f 2.t(2'n—1) ot = ki —
gdt—iy(tw[z-k—%}-(d—y(t))Jr[ i il o ] B

dt t
(7=1}
Donde :
t es variable dependiente de y
k,n,f y = son constantes.
La solucién de la ecuacioén tiene la forma :
yt)=e™ [Aocos(2n ft™ +a) + Bosen(2nft" +a)] (7-2)

Demostracion :

La primera derivada de la ecuacion :

k-exp(k-t)-y(t) + exp(k-t)-%—y(t)=-2-Ao-sin(2-1t T 2-Bo-cos(2-n £+ a)-n el
! z t t

(7-3)
La segunda derivada de la ecuacion :
7 1 d a2
k™exp(k-t)-y(t) + 2-k-exp(k-t)-—y(t) + exp(k-t)-— y(t)
dt dt2 (7-4)
n 22,02 n2 . n n n2
=-4 Ao cos(2m ft +g) " (t —;-2Ao sin(2m ft +a) © ft =%
t
. n nn . n 2 7w n2
+2Aosin(2n ft + a)n ft —5—4Bo sinfr ft +a) n  { t =
t t
n n
+2Bocos @n ft +a) = ftn—z— 2Bo cos @n ft" +a) n £t :
t t
Reemplazando (7-3) y (7-4) en (7-1) :
eyl + Sy
2 d_. & kt 22202 dt
exp(kt) k-y(t)+2-k-—y(t)+d—i y@)| +\e 1) sp-forit +exp(kt)- S
dt t

.=exp(k-t)-(k-y(t) + iy(t))..r_l
dt t -



Simplificando:

2
13ﬂ0+2k9w0+9—y0)+ﬂ0@wﬁﬁ&fﬂ“§+
dt dt2

Simplificando

2

Ky + 2'k'gy® 2 y(®) | + y(O) <4'th'f2 B il
dt dt2

La ecuacion final sera entonces de la forma

2
2 y(t){z-k— (-0
a2

}- .d—y(t)
dt

DISCUSION

CASO 1 .- Cuando n =1, la ecuacion se
transforma en segundo orden con coefi-
cientes constantes (espiral amortiguada con
frecuencia = constante Espiral de
Arquimedes )

CASO 2 - Cuando n = 2, la ecuacion se
transforma en una ecuacion Bessel, siendo

el valor del discriminante "p" = k2 t-k (n-1),
el cual puede ser positivo, cero, negativo,
entero (espiral amortiguada con frecuencia
variable).

CASO 3 .- Cuando n=1y k =0, la ecuacién
se transforma en segundo orden no amorti-
guada ( espiral cilindrica de frecuencia
constante)

CASO 4 - Cuando k =0y n =1, la
ecuacion se transforma en segundo orden
no amortiguada ( espiral cilindrica de
frecuencia variable) Cuando n=0.5y k # 0 se
tiene la espiral de Fermat.

REPRESENTACIONES FISICAS DEL
FENOMENOQ OSCILATORIO

Del CASO 1 Casos tipicos son los
fenomenos oscilantes en circuitos eléctricos
del sistema Resistencia, Inductancia vy
Capacitancia (R-L-C) [1,2].

key( +y @
t
t dt t
(7.6)
ky®+ Ly
- k-y(t)+9y(t) )
t dt t
(7.7)
4-n2-f2-n2-t(2'“" Dtk (n- 1)
y(®=0
t
(7.8)

En el campo quimico puede representar la

formacion de microcristales en  soluciones
electroliticas [6]. Ver Fig. 2y grafico N° 1.
Del CASO 2 Se presentan en los
problemas de transmision de calor [5] en
coordenadas cilindricas, en Sistemas de
Control Automatizado. Se presenta un plo-
teo tridimensional de la funcién en la Fig. 3.
Obsérvese la variacion de la frecuencia.

En Quimica se presenta en los
fenédmenos de adsorcion de moléculas no
polares y polares; en la superficie de
electrodos metélicos en soluciones idnicas,
Doble Capa Difusa de Gouy. El
espaciamiento entre las capas moleculares
adheridas se va incrementando debido a la
disminucion de la polarizacion inducida por
la superficie solida, por consiguiente el
periodo  (1/frecuencia) respecto a la
perpendicular a la superficie solida aumenta

[6].

Del CASO 3. La Ecuaciéon [1] de
Schrédinger :  y'(x) + 8t m E /h y(x) =0 .
Proceso de cristalizacion de sales
electroliticas por induccion [6]

Del CASO 4 Las funciones son
analogas al caso 2, las curvas son
sinuosoidales con frecuencia  variable y
amortiguadas. Se presenta un ploteo de la
espiral con n=05yk=-0.1
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Fig N°3  Ploteo de Espiral con n =2

Entrar el nimero de puntos a plotear: N = 60
Entrar las definiciones de los vectores  x, vy, z
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Grafico 4.

Gréfico 5.

Las cargas eléctricas se distribuyen alternada y sinusoidalmente
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Doble capa fija de Helmholtz

Gouy indica una distribucién exponencial de la carga i6nica en la ultima capa [7]
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En los graficos 6, 7y 8 se presentan la distribucién de los iones cuando existe adsorcion y las
propiedades del solvente cambia fuertemente debido a la induccidn del campo eléctrico de la
pared solida. Obsérvese la variacion de la frecuencia de las capas idnicas.

107



108

Grafico 9.

Gréfico 10.

Grafico 11.

Los gréficos 9, 10 y 11 representan la dinamica de formacién de las capas i6nicas inducidas por
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FigN°4 Ploteo de Espiralconn=0.5

Entrar el nimero de puntos a plotear :

N :=20
Entrar las definiciones de los vectores X, vy, z
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El ploteo de la ecuacion 7.2, cuando n = 0.5y k = -0.1 , muestra una funcién espiralada de base
circular.
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