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Resumen

Se traduce el lenguaje 1égico proposicional a un lenguaje algebraico. Para ello es-
tablece dos correspondencias fundamentales, la que existe entre la verdad (V) y el
cero (0) y la que relaciona la falsedad (F) con el uno (1). Estas correspondencias
establecen el equivalente algebraico de cada uno de los operadores de la légica
proposicional y, a su vez, permiten reducir por medios algebraicos cualquier f6r-
mula de légica proposicional. Si la férmula en cuestién es tautolégica, su versién
algebraica es reductible a 0; si la férmula es contradictoria, su versién algebraica es
reductible a 1 y si la férmula es contingente, su versién algebraica no se reduce ni
a0 nia 1, sino a una expresiéon de menor extensiéon que admite entre los valores de
su matriz algebraica por lo menos un 0 y por lo menos un 1.

Palabras Clave: Logica proposicional, interpretacién algebraica, dlgebra de Boole,
reduccién algebraica.

Abstract

Propositional logical language is translated into algebraic language. For this it es-
tablishes two fundamental correspondences, that exists between the truth (V) and
the zero (0) and that which relates the falsehood (F) with the one (1). These co-
rrespondences establish the algebraic equivalent of each one of the operators of the
propositional logic and, in turn, allow to reduce by algebraic means any formula of
propositional logic. If the formula in question is tautological, its algebraic version
is reductible to 0; If the formula is contradictory, its algebraic version is reductible
to 1 and if the formula is contingent, its algebraic version is not reduced to 0 or to
1, but to an expression of smaller extension that admits between the values of its
algebraic matrix at least a 0 and at least A 1.

Keywords: Propositional logic, algebraic interpretation, Boolean algebra, alge-
braic reduction.



Un tratamiento algebraico
de la Logica proposicional

Introduccion

Hay una buena cantidad de trabajos que, siguiendo la direccién del proyec-
to logicista, formulan interpretaciones légicas de la matematica, pero hay pocos
que siguen el camino inverso. Los estudios de légica en nuestro medio han
seguido, mayoritariamente, la tradicién de Frege y Russell, por lo cual no hay
muchos trabajos que se inscriban en la tradicion algebrista de la légica inaugu-
rada por George Boole y desarrollada, entre otros, por Lowenheim, Schréder
y Adolf Lindenbaum. Este articulo pertenece al universo de esta segunda tra-
dicién.

Se establecera la posibilidad de abordar la 1égica proposicional en térmi-
nos matematicos, especificamente algebraicos. Se sostendrd que es viable un
tratamiento algebraico de la légica proposicional haciendo uso de un sistema
posicional binario construible sobre la base de definiciones adecuadas. Conse-
guiremos nuestro objetivo definiendo algebraicamente dos operadores 16gicos;
la negacién y la disyuncion. Tales operadores de la 16gica proposicional aplican
sobre variables proposicionales, las cuales poseen valores de verdad. En el tra-
tamiento algebraico que se propone, la negacién y la disyuncién se interpretan
como operaciones algebraicas sobre variables numéricas bivalentes que pueden
asumir el 0 o el 1 en lugar de la verdad (V) y la falsedad (F) respectivamente.

Este articulo se circunscribe principalmente en el 4mbito de la filosofia de
la l6gica y del metaanalisis 16gico, en la medida en que se efectia una explo-
racién metaldgica. El método empleado aplica procedimientos hipotético-de-
ductivos al andlisis del lenguaje formal de la 16gica proposicional estindar. Esta
metodologia permite caracterizar aspectos sintcticos y semdnticos de la légica
proposicional al dotarla de una interpretacién no estindar de tipo algebraico.
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1. La traduccién del lenguaje 16gico proposicional a unlenguaje algebraico

Empezaremos estableciendo una correspondencia entre la tabla de verdad de
la proposicién compuesta —p y la tabla numérica de la expresion algebraica
(1 — p), siempre que p solo pueda asumir los valores 0 o 1.

Lanegacion: -p = (1 —p)

Tabla 1.1. Tabla 1.2.

p |-p p | 1-p | 1-p)
\% F 0 1-0 1

F \% 1 1-0 0

Si le asignamos el valor 0 a la variable p, entonces, el equivalente algebraico
de su negacién adopta el valor 1y si la variable p asume el valor 1, el equivalente
algebraico de su negacién adopta el valor 0. De esto se desprende que la propo-
sicién —p equivale, en la interpretacion algebraica, a (1 — p).

Por otra parte, estableceremos la correspondencia entre la tabla de verdad
de la proposicién compuesta pvq y la tabla numérica de la expresién algebraica

pq, considerando siempre que py q solo pueden asumir los valores 0 0 1.!

La disyuncién inclusiva: (pvq) = pq

Tabla 1.3. Tabla 1.4.
p q |pvq p q | pPxq |Pq
\Y Vv Vv 0 0 0x0 | O
\Y F \Y 0 1 O0x1 | O
F \Y \% 1 0 1x0 | O
F F F 1 1 1x1 | 1

En el primer arreglo del cuadro de la derecha tenemos que ambas variables
numéricas asumen el 0 como valor y que, en ese caso, el producto de py q arroja
0. En el segundo arreglo tenemos que cuando p asume el valor 0 y q asume el
valor 1, el producto también arroja 0. En el tercer arreglo tenemos que cuando
p asume el valor 1y q asume el valor 0, el producto nuevamente arroja 0. Fi-
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nalmente, en el cuarto arreglo tenemos que cuando p y q asumen el valor 1, el
producto esta vez arroja 1. De esto se desprende que la proposicién compuesta
pvq equivale en la interpretacién algebraica que proponemos al producto pq.

Sobre la base de la interpretacién algebraica de estos dos operadores 16gi-
cos fundamentales se puede interpretar cualquier otro operador 16gico en tér-
minos algebraicos. El procedimiento consiste en expresar los demds operadores
en términos de disyunciones y negaciones.

La conjuncién: (paq) = (p +q—pq)

1. pagq

2. =(pv—q) e Morganen

3. 1-1-p1-9q) Interpret. algebraica en 2

4 1= =q=P =P poguet0debinomiosen

5.1 =14+9+D —DPq | oduccion del signo negativo en 4
6. q+p—pq Diferenciaen'5

7. p+a—pq Conmutatividad de la adicién en 6

El condicional: (p - q) = (1 —p)q

1. p—q
2' _lp v q Definicién de condicional en 1
3' (1 - p)q Interpret. algebraica en 2

El bicondicional: (p & q) = (p + q — 2pq)

En el caso del operador bicondicional necesitamos emplear algunas propieda-
des adicionales del lenguaje algebraico que estamos desarrollando. Como las
variables numéricas p, q, 1, s,... solo pueden asumir los valores numéricos 0 o
1, tenemos que, sin importar cudl de esos valores asuma una variable numérica
cualquiera, siempre se cumple que:
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Tabla 1.5.3
p’=p Q°=q r’=r s’=s
p’=p | ¢°’=q | r=r s'=s
p'=p | q'=q | r'=r s'=s

Utilizaremos estas propiedades adicionales para pasar de la linea 7 a la linea
8 del siguiente desarrollo:

peq

(P=a)A@—p)
A[=(p—=q)v=@—pl
1-1-A-paq]ll -1 -qp]
1-1-@=pp][l—(p—ap]
1-(1-9q+pa)A—-p+pg) Introduc. del signo negativo en'5
1-(A—-p+pa—9q+pq—pad+pd—Pd+D*08) yuipiicacion de factoresens
1-A-p+pa—q+pqg—pq+pq—pq+pq)
1-0-p+pa—q+pq)

10. 1-1+p—pgq+q—pq

11. p—pg+q—pq

12. p+q—2pq

Definicion de bicondicional en 1

De Morgan en 2

Interpret. algebraicaen 3

Distrib. del producto en 4

Propiedades adicionales en 7

© ©® N Ul W N e

Diferenciaen 8
Introduc. del signo negativo en 9
Diferencia en 10

Conmutatividad de la adic.en 11

La disyuncién exclusiva: (p«» q)=1—-(p+q-2pq)
1. peq
2. a(peq)
3. 1-(p+q—2pq)

Definicién de disyuncién exclusivaen 1

Interpretacién algebraica en 2
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El operador de Nicod: (p /q) = (1 —p)(1 —q)

1. p/q

2 - (p A q) Definicion del operador de Nicod en 1
3. =pv-q De Morgan en 2

4 (1 - p) (1 - q) Interpret. algebraicaen 3

El operador daga: (p ! q) = (1 — pq)

1. plq
2 - (p v q) Definicion del operador dagaen 1
3. (1 - pq) Interpretacion algebraica en 2

En resumen, establecemos la representacion algebraica de los operadores
mas conocidos de la 16gica proposicional en el cuadro siguiente:

Tabla 1.6.
Operadores de la loégica | Expresiones algebraicas

proposicional equivalentes
—p (1-p)
pvq pPq
pAg (P+9—pqg)
pP—q (1-pyq
| (p+q—2pq)
p«q 1-(p+q—2pq)
p/q (1-pd-q
plq (1 -pq)

La interpretacion algebraica que desarrollamos es un dlgebra de Boole vy,
mids especificamente, un dlgebra de Lindenbaum cuya forma es < L/equiv, LI,
M, ,0,1 >, donde 0 y 1 son los individuos, LI y M son operaciones binarias y C
es una operacién unaria.* En nuestra interpretacion, Ll es la conjuncién, U es la
disyuncién inclusiva y C es la negacién, debido a que asociamos la verdad con
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el 0y la falsedad con el 1. Nuestro sistema es un algebra de Lindenbaum y por
consiguiente un dlgebra de Boole, ya que cumple los axiomas que debe satisfa-
cer todo dlgebra de Boole:®

xUy=yUx xMy=ynx xUCx=1 xMNCx=0
xU(yUz)=xUyUz xN{yNz=xMNy Nz xU0=x xMNl=x

xU(ynz)=xUy NkxUz) xMN(yUz)=xMy) U xnaz).

2. Lareduccidn algebraica de las f6rmulas del calculo proposicional

En nuestra interpretaciéon algebraica, las tautologias se reducen a cero,
puesto que la verdad estd asociada con el cero como una de las bases de la
interpretacién y si una férmula de 16gica proposicional es verdadera en todos
los arreglos posibles, entonces es igual a cero en todos los arreglos de nuestra
interpretacién algebraica.®

En el caso de las contradicciones, tendremos expresiones algebraicas reduc-
tibles a uno. Esta reduccién es posible, puesto que la falsedad estd asociada con
el uno como una de las bases de nuestra interpretacién y si una férmula es falsa
en todos los arreglos posibles, entonces es igual a uno en todos los arreglos de
nuestra interpretacién algebraica.’

Finalmente, las férmulas contingentes no se reducen ni a cero ni a uno en
nuestra interpretacién. Esta clase de férmulas se reducen a expresiones alge-
braicas de menor extensién que tienen por lo menos un cero y por lo menos un
uno en su matriz.

2.1. Ejemplos de reduccién algebraica de fé6rmulas tautolégicas

2.1.1. Modus ponens: [(p = q) Ap] = q

Tabla 2.1.1.
p q [((P—9)Ap]—q
0 0 0 0 000]o0]o0
0 1 01 110]0]1
1 0 10 011]0]0
1 1 10 111]0]1
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O 0 N ;oA W oE

_ R
[ )

13.

[(P=a)apl—=q
=l(p~a)aplvq
[=(p—q)v-p]vq
=(p=>q)v-pvq
[1-(@Q-p9ld-pq
(1-pa—-~1-p?q
q—pq—(1*=2p + p)q*
q—pq—(1—-2p+p)q’
q—pq— (1 -pq’

. q—pq—(q*—pg?)
.q—pq—(q—pq)
12.

qd—Pa—q+pq
0

Definicion de condicional en 1

De Morgan en 2

Asociatividad en 3

8

Interpret. algebraica en 4

Distribucion del producto en 5

Distribucién del producto y binomio al cuadrado en 6

Propiedad adicional del sistema algebraico en 7

Propiedad aritmética en 8

Distribucién del producto en 9

Propiedad adicional del sistema algebraico en 10

Propiedad aritméticaen 11

Propiedad aritmética en 12

2.1.2. Silogismo hipotético: [(p > q) A (q—=>T1)] = (p—=T)

134

Tabla 2.1.2.

p | q]|Tr [(p > @) A~ (q=1)]=>(—1)
0010 000000O|oJooOoO
0|01 000 1011f0j0o11
0|10 0111100f0l0o00
0|11 0111101f0j0o11
1100 10000000100
110 1 100 1011|0f101
1110 1010 1000100
1] 1] 1 1010 101]|0f101




Miguel Angel Merma Mora

L [(p=a)r@=D]=>(p—1)

2. alp=ar(@-1)]v(p—-r) Definicion de condicional en 1
3. [(p=qva(@g-r)]v(p-r) De Morgan en 2

4 a(p->qval@->rv(p-r) Asociatividad en 3

5. M-A-pll-A-gr]@A-p)r Tnterpret.algebraica en 4

6. [1-(A-pal[l-A-Dr] r(1—P)  omeividadens

7. [1-(@1-p)q][r—A-r’(1-p) Distribucion del producto en 6
8. [1-(-p)]lr—(1-gr](1-p) Propiedad adic. del sstemna lgebr. en 7
9. [1-A-p)q]r—(—-rg]-p) Distribucion del producto en §
10. [1 = (1 —p)q][r —r +rq](1-p) Propiedad aritmética en 9
11. [1 -1 -p)q] rq(1 —p) Propiedad aritmética en 10
12. [1 - (1-p)q](1 —p)qr Conmutatividad en 11

13. 0

Reduccién a cero en 12

Se puede apreciar que, en nuestra interpretacion algebraica, el silogismo

hipotético es un miltiplo del modus ponens. Este dltimo se representa alge-
braicamente como [1 — (1 — p)q](1 — p)q mientras que el silogismo hipotético
se representa algebraicamente como [1 — (1 — p)q](1 — p)qr.

En vista de que en el ejemplo anterior pudimos probar que la expresién
algebraica [1 — (1 — p)q](1 — p)q es reductible a cero, ya sabemos con certeza
que la expresion algebraica [1 — (1 — p)q](1 — p)qr también es reductible a
cero, puesto que es un multiplo de la expresién anterior.

2.1.3. Dilema constructivo: [(p—=>gq) AT —=s)A(pvr)] = (qVvs)
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Tabla 2.1.3.

P |q |r |s [{[p2>9raC—=9]Aa(pvD}->(@Qvs)
0 [0 |0 |0 |[0OO 000 O0ODO0ODOOOO(|O]OOO
0 |0 [0 |1 |00 010 11100 0floo1
0 |0 |1 |0 [0 0001 000001f0]000
0 [0 |1 |1 |0 0001 010001(f0]001
0 |1 /0 |0 |01 110 0010000100
o |1 ]o |1 ]o1 110 1110000111
0 |1 |1 /0 |01 111 001001f0]100
0 (1 |1 |1 |01 111 011001])0]111
1 [0 [0 [0 [1 0000 000100]0f000
1 /0 [0 |1 |1 0010 111100f0]001
1 /0 (1 [0 |1 0001 001111f0]000
1 |o [1 [1 |1 0001 011111|0]001
1 |1 {0 [0 [1 0 100 000100(0]100
1 |1 {0 |1 |10 110 111100f0]111
1 |1 [1 [o |1 0101 001111|0]100
1 |1 {1 |1 |1 0101 011111f0]111
L [(p=ar@=9)a(pvD]—=(@QvVs)

2. Al(p=DAC=>9APVDIVAVS)  Degnicionde condicionalen

3. [F(p=>@)val—=9)valpvDlv@VS) pyerganens

4 (- PvaC =29 vaPvDVAVS)  vidadens

5 1-A-pa]l =A=0s] A =p0as | et algebraicacns

6. 1-=(A—=p9ql-=>A=0s] sA=pPAd ¢ nuaividadens

7. M=A-palls—A =0 JA =PDAd  pibucion del productoen

8 [M—=A-palls=A=0s]A =P, icdadadic.delsistemaalgebren?
9. I-QA-pPalls=6=rIA =P piibuciondel productoens
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

[1—(1—p)q]ls—s+rs](1—-prgq
[1-(1~-pq] rs(1—pnq
[1—(@A~-p)q] r(1—prgs

[1 - —p)q]@—prigs
[1—(1—pq]@E—prgs
[1—(-p}q] r(d—-pgs
[1—(1~-pq]@ - pars

0
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Propiedad aritméticaen 9

Propiedad aritmética en 10
Conmutatividad en 11

Distribucién del producto en 12
Propiedad adic. del sistema algebr.en 13
Factorizacién en 14

Conmutatividad en 15

Reduccién a ceroen 16

El dilema constructivo también es un multiplo del modus ponens. Este ul-
timo se representa algebraicamente como [1 — (1 — p)q](1 — p)q mientras
que el dilema constructivo se representa algebraicamente como [1 — (1 — p)

ql( = p)qrs .

2.2. Ejemplos de reduccién algebraica de férmulas contradictorias

2.2.1.

N ok w o

pA-—p
Tabla 2.2.1.
p p AP
0 011
1 110
pA _|p10
_'(ﬂp v p) De Morganen 1
_ _ 11
1 (1 p)p Interpretacién algebraica en 2
_ —n2
1 (p p ) Distribuciéon del producto en 3
1- (p - p) Propiedad adic. del sistema algebr. en 4
1 - 0 Propiedad aritmética en 5
1

Propiedad aritmética en 6
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2.2.2. (=7pvq)A(pA-q)

Tabla 2.2.2.

P | a | (=pvg Aa(pAr-q)
0| 0 1001011
0| 1 1111000
1|0 0001111
1 1 0011110

L (=pva)a(pa-g)t

2. (=pvq)A-=(=pvq)

3. =[A(=pva) v (=pvq)]

4. 1-[1-(1-pq]l 1 -pqg”

5 1-[A-pq—-(>1-piq]

6. 1—-[(1—-pq—(1*—2p+p)q’
7. 1-[1—-pqg— (1 —2p+p)q]
8. 1—[q—pq—(q—2pq+pq)
9. 1-[q—pq—q+2pq—pq]
10. 1 —[q—q—pq—pq + 2pq]
11. 1 —[ —2pq + 2pq]

12.1-0
13.1

De Morganen 1

De Morgan en 2

Interpretacion algebraica en 3

Distribucién del producto en 4

Binomio al cuadrado en 5

Propiedad adic. del sistema algebr. en 6

Distrib. del prod. en 7

Propiedad aritmética en 8

Conmutatividad de la adicién en 9

Propiedad aritmética en 10

Propiedad aritmética en 11

Propiedad aritmética en 12

2.3. Ejemplos de reduccién algebraica de férmulas contingentes

231 [(p—qArq]—-p
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Tabla 2.3.1.a.
p | q | [(p—~>aaq]-p
0 0 0 000 00

0 1 01 111 00

1]o0 10000 11

1 1 1 0 111 01
L [(p=a)aq]—=p"
2 =l(p=a)rq]vp Def. de condic. en 1
3. ["(p=q)v-q]vp De Morgan cn 2
4. [(=pvq)v-q]vp Def. de condic. en 3
5. =(=pvq)v-qvp Asociatividad cn 4
6. 1-1-pqld-gp Interpr. algebr. en 5
7. [A=qp—-1A—-p q@—q)p] Distr. del prod. en 6
8. [A-gp—-(1-p pA—q)d] Conmutatividad en 7
9. [A-gp—-(p-p)@—9)] Distr. del prod. en §
10. [A-p—-(—p @@—a)] Propiedad adic. del sistema algebr en 9
11. [ = q)p — (0)(0)] Propiedad aritmeética cn 10
12. 1 —q)p® Propiedad aritmética en 11
q-p

Tabla 2.3.1.b.

P | q q-p

0| o0 000

0| 1 100

1 0 011

1|1 101
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Conclusiones

Es posible abordar algebraicamente la 16gica proposicional empleando para ello
un sistema que use, convencionalmente, el 0 y el 1 en lugar de la verdad y la
falsedad respectivamente, asi como operaciones algebraicas en lugar de opera-
dores légicos.

El tratamiento algebraico propuesto prueba pedagégicamente que se puede
convertir un lenguaje cualitativo, que emplea valores de verdad, en un lenguaje
de medida, que emplea ceros y unos. Queda claro que los predicados cualita-
tivo y métrico no son propiedades de los fenémenos estudiados, sino que son
propiedades del lenguaje con que se describe tales fenémenos. La légica pro-
posicional ha sido descrita usualmente en términos cualitativos, mientras que
el abordaje que proponemos en este articulo trata la lgica proposicional como
una estructura algebraica.

El tratamiento algebraico que se presenta en este articulo constituye un al-
gebra de la 16gica proposicional o dlgebra de Lindenbaum y, consecuentemente,
un dlgebra de Boole, ya que cumple cada uno de los axiomas que debe satisfacer
toda estructura que sea un dlgebra de Boole.

El lenguaje métrico desarrollado en este articulo pierde algunas caracte-
risticas propias del lenguaje cualitativo convencional pero también muestra
propiedades que no eran apreciables con el uso de este tltimo. Un ejemplo de
ello es la relacién existente entre el modus ponens, el silogismo hipotético y el
dilema constructivo. Algebraicamente, los dos ultimos son multiplos del modus
ponens.

Notas

1 La expresién algebraica pq debe entenderse como el producto de p por g.

2 Segun (Copi, 1979/1994: 277), el par de operadores (=, V) provee una légica funcional
completa.

3 Esto se justifica en virtud de que tanto el cero como el uno elevados a cualquier potencia
siguen siendo el mismo nimero.

4 Elilgebra de Lindenbaum es una entrada del diccionario (Mosterin, J. y Torretti, R., 2010,
p- 32).

5 Véase los axiomas que satisface todo dlgebra de Boole en (Mosterin, J. y Torretti, R., 2010
pp- 29-30)

6 Cualquier férmula del tipo A v —A es igual a cero en nuestra interpretacién algebraica.
7 Las férmulas del tipo A A = A son iguales a uno en nuestra interpretacion algebraica.

8 Aplicamos las equivalencias de la tabla 1.6. en la linea cuatro de la deduccion.
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9 Hemos introducido los signos de agrupacién [ ]y { } en la f6rmula del dilema constructivo
para apreciar mejor la jerarquia de los operadores.

10 Esta es claramente una férmula contradictoria, pues afirma y niega la misma proposicién.

11 Una férmula del tipo (1 - A)A es igual a cero, pues es el equivalente algebraico de una
tautologia.

12 Esta férmula es contradictoria, ya que equivale a afirmar y negar la proposicién condicional
pP—q
13 A la derecha del operador de sustraccién de mayor jerarquia hay una férmula del tipo (1 -

A)A.

14 Esta férmula de l6gica proposicional tiene una matriz contingente idéntica a la matriz de
la térmula q = p.

15 Esta férmula final es el equivalente de q — p. Sus arreglos algebraicos figuran en la tabla
2.3.1.b. la cual tiene la misma matriz que 2.3.1.a.
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